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Resumen: Se presenta el andlisis del proceso de solucion de dos problemas
con fracciones, asi como el analisis de la interaccion efectuada en una situacion de
aprendizaje cooperativo principalmente por dos alumnos de secundaria con bajo
aprovechamiento. Los resultados mostraron algunas problematicas de los alum-
nos con respecto al concepto de fraccion y la conservacion del entero, asi como
una interpretacion deficiente del problema, la cual los condujo al uso de algo-
ritmos inadecuados para la solucion. Se identificaron tres concepciones que
obstaculizaron el proceso de solucion de los alumnos: en un problema con
fracciones el valor del entero siempre es uno, al resultado se llega con una sola
operacion vy la Uinica cantidad mencionada en el problema equivale al entero. Las
problematicas fueron superadas durante la interaccion entre alumnos vy tutor.
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Abstract: The analysis of the process of solution of two problems with fractions is
presented, as well as the interaction in a cooperative learning situation between
two secondary school students with low achievement. The results showed some
problems regarding the concept of fraction related to the conservation of the
integer, and a wrong interpretation of the problem which led them to the use of
inadequate algorithms for the solution. Three conceptions were identified in the
solution process: in a problem with fractions the value of the integer is always
one, just an operation is needed to obtain the result and the only quantity men-
tioned in the problem is equivalent to the integer. The problems were overcome
during the interaction between students and tutor.
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MARCO TEORICO

Uno de los principales objetivos de la ensenanza de las matematicas es desarrollar
el pensamiento matematico de los alumnos por medio de problemas matema-
ticos (Schoenfeld, 1992) que permitan a los alumnos ampliar y consolidar sus
conocimientos, habilidades v capacidades a fin de ser aplicados en la solucion
de problemas cotidianos (NCT™, 1995, citado en Santos, 1997; Schoenfeld, 1992;
SEP, 1993) y en problemas matematicos mas complejos.

La ensenanza y el aprendizaje de las matematicas mediante la solucion de
problemas es un proceso que requiere la adopcion de diferentes formas de interac-
cion dentro del aula que, por un lado, conduzcan a los alumnos a comprender
los problemas y explorar diferentes formas de solucion y, por el otro, conduzcan
a los maestros a analizar y elegir problemas adecuados al nivel de conocimiento
de sus estudiantes. Esta propuesta ha sido planteada como alternativa a las prac-
ticas de ensefianza meramente expositivas que subrayan el aprendizaje de
procedimientos matematicos para su posterior aplicacion a problemas. A este
respecto, se ha demostrado que los alumnos pueden realizar correctamente los
algoritmos, pero este conocimiento no es suficiente para solucionar problemas
matematicos (Flores, 2005). En este sentido, se pretende que la ensefianza de
las matemaéticas deje de ser solamente expositiva y que, por el contrario, brinde la
oportunidad a los alumnos de experimentar diversas soluciones con la guia del
maestro.

El contexto de la ensenanza de las matematicas es importante. Un contexto
de ensefianza que permite a los estudiantes discutir, establecer acuerdos res-
pecto a los significados matematicos, expresar puntos de vista y experimentar
soluciones, provee a los alumnos de una mayor oportunidad para desarrollar su
conocimiento. El aprendizaje cooperativo, cuya base principal es la constante
interaccion entre los alumnos, ofrece este contexto.

El aprendizaje cooperativo permite a los alumnos internalizar procesos,
organizar y retener ideas (Jones, Wilson y Bhojwani, 1997); ademas, durante la
interaccion los conocimientos matematicos individuales se externan y se vuelven
publicos, con la posibilidad de ser criticados y reformulados, lo que a su vez con-
duce a nuevos conocimientos v a la creacion de entendimientos compartidos sobre
vocabulario y representaciones simbolicas de las matematicas (Ernest, 1998;
Rivera, 1996). En este sentido, el aprendizaje se entiende como un proceso y
acto social en el que el alumno se aproxima paulatinamente al comportamiento,
vocabulario y conocimiento de una determinada area de conocimiento (Santos,

32 EpucacioN MATEMATICA, vol. 20, num. 1, abril de 2008



Miguel Angel Parra Alvarez y Rosa del Carmen Flores Macfas

1997; Schoenfeld, 1992). Aprender matematicas en un contexto social donde se
experimenta su utilidad resulta més significativo, porque sirve de vehiculo de co-
municacion y entendimiento entre los miembros de una sociedad.

De entre los temas que presentan mayor dificultad en el curriculo mexicano, se
encuentra el aprendizaje de las fracciones. Para entender esta dificultad, es nece-
sario tener en cuenta: a) las propiedades de la fraccion, tales como homonimia y
sinonimia de la representacion de la fraccion; b) los diferentes modelos empleados
en la ensefianza, y ¢) el manejo operativo de la fraccion (Mancera, 1992).

a)

b)

c)

Homonimia y sinonimia de la representacion de la fraccion. El simbolo a/b
tiene asociados diversos significados (homonimia), ademas, el concepto
de fraccion puede representarse de diferentes maneras (sinonimia). Estas
propiedades hacen referencia principalmente a cuatro subconstructos de
los numeros racionales propuestos por Kieren (1981, citado en Mancera,
1992): 1) relacion parte-todo (dividir un entero en diversas partes o repar-
tir un entero entre un determinado numero de elementos) y medicion
(ubicacion de una fraccion en una recta numérica); 2) numero racional
como razon (como indice de comparacion entre dos conjuntos indepen-
dientes); 3) numeros racionales como divisiones indicadas, y 4) nimero
racional como operador (transformacion de una cantidad a otra). Estos
subconstructos hacen referencia a lo que otros autores han denominado
de manera general como interpretaciones o significados de la fraccion
(Mancera, 1992).

Modelos para representar la fraccion empleados en la ensenanza. Durante
la ensefianza se hace uso de diferentes materiales para representar la
fraccion (figuras geométricas, rectas numericas, dibujos que representan a
personas y objetos por repartir, etc.), a la par que se plantean problemas
con diversos significados que no necesariamente se adaptan a estas for-
mas de representacion, por ejemplo, cuando se propone un problema de
reparto pero se ha modelado la fragmentacién de una figura geométrica.
La situacion se agudiza cuando se utilizan, ademaés, indiferenciadamente
los tipos de cantidades en las que se puede presentar la fraccion (discreta
o continua, por ejemplo). Este uso arbitrario y confuso de los modelos se
ha relacionado con la falta de dominio de las diferentes interpretaciones
de la fraccion por parte de alsunos maestros (Pifion, 1995).

Manejo operativo de la fraccion. Se ha encontrado (Nunes y Bryant, 1998)
que alumnos de primaria, y varios de secundaria, poseen un conocimiento
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rudimentario de las fracciones, pero aparentan comprenderlas amplia-
mente porque utilizan la terminologia de las fracciones y dominan ciertas
partes de los procedimientos, aunque no reconocen los problemas en los
que éstos pueden ser empleados. Ademas, los alumnos tratan de aplicar
su conocimiento sobre los niimeros enteros para realizar operaciones con
fracciones sin comprender las propiedades de éstas. Por ejemplo, mientras
que en operaciones con fracciones la obtencion del comtin denominador
involucra la reorganizacion de las cantidades originales, en los nimeros
enteros se hace uso del reagrupamiento (Mancera, 1992).

Si la comprension del concepto fraccion y sus modelos es de por si problema-
tica para alumnos regulares, en alumnos con bajo aprovechamiento la situacion
se complica. Existen investigaciones (Flores, 1999; Schoenfeld, 1992) que han
documentado deficiencias especificas en el area de matematicas en alumnos con
problemas de aprendizaje tales como: conocimientos matematicos erréneos vy
frasmentados, razonamientos inconsistentes, errores frecuentes en la realizacion
de operaciones, dificultad en la comprension del texto del problema, falta de
estrategias metacognoscitivas para dirigir el proceso de solucion, ausencia de es-
trategias de apoyo como dibujos o diagramas vy la dificultad para identificar la
fuente de los errores.

Pese a las dificultades conceptuales implicadas en la comprension de las
fracciones, algunos alumnos intentan resolver problemas usando de los modelos
pictoricos (graficos, dibujos, etc.) que les son familiares v, con ello, prescinden de
algoritmos formales. A la sustitucion del algoritmo formal por dibujos se le cono-
ce como algoritmo grafico (Valdemoros, 1997). El uso de estos modelos es util a
los estudiantes para entender la representacion simbolica a/b de la fraccion.

Flores (2005), basandose en la teoria Versnaud (1990, citado en Flores, 2005),
retoma las nociones de campo conceptual, esquema y representacion, para pro-
poner un modelo cuyo objetivo es analizar y comprender la evolucion de las
representaciones que los alumnos elaboran ante un problema. Se parte del ana-
lisis del conocimiento matematico que sustenta los razonamientos de los alumnos
al entender v solucionar el problema, se tiene en cuenta el empleo de simbolos
o representaciones graficas y simbolicas, asi como el empleo de algoritmos. El
modelo identifica cuatro etapas:

e Representacion no canénica. La interpretacion del problema es deficiente
y la solucion propuesta corresponde a un tipo diferente al que se plantea
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en el problema, lo que conduce a una solucion errénea. Es decir, no se
comprenden cabalmente las relaciones matematicas implicadas en el pro-
blema y su solucion, los alumnos utilizan un procedimiento que no
corresponde a lo que el problema plantea.

* Representacion canonica no algoritmica. La interpretacion del problema
es correcta v la solucion se desarrolla mediante representaciones picto-
ricas sin llegar a utilizar un algoritmo formal que, en el caso de las frac-
ciones, se dirfa que es sustituido por un algoritmo grafico (Valdemoros,
1997).

* Representacion canoénica algoritmica basada en un esquema de solu-
cion no algoritmico. La interpretacion del problema es correcta y conduce
al alumno a utilizar conjuntamente algoritmos y representaciones picto-
ricas acordes al problema. Los algoritmos vy representaciones pictoricas
coinciden, pero puede ocurrir que los alumnos no logren explicar por qué
los resultados son semejantes.

* Representacion canénica algoritmica. El alumno comprende el problema
y su relacion con el algoritmo que va a utilizar para obtener la solucion.
El alumno puede prescindir de representaciones pictoricas haciendo uso
del algoritmo formal.

En este estudio se adopto este modelo para analizar la solucién de proble-
mas por parte de alumnos de secundaria en el tema de fracciones.

EL ESTUDIO

El estudio se desprende de un proyecto mayor. El proyecto constd de 13 sesio-
nes con duracion de dos horas por sesion y su objetivo fue que los alumnos, a
través de problemas matematicos, consolidaran sus conocimientos relacionados
con las fracciones. El programa fue coordinado por un tutor, cuya funcion fue
apovar a los alumnos durante la resolucion de los problemas. Los participantes
fueron seis alumnos con bajo aprovechamiento que asistian a un programa de
apoyo extra escolar. Los alumnos pertenecian a diferentes planteles; cinco de ellos
eran repetidores del sesundo ano de secundaria y sus edades estaban compren-
didas entre los 14 v 15 aiios. El tema de fracciones se estaba ensefiando a todos
los alumnos en sus respectivas escuelas, por esta razon se retomo este tema en los
problemas presentados.

EDUCACION MATEMATICA, vol. 20, num. 1, abril de 2008 35



Aprendizaje cooperativo en la solucion de problemas con fracciones

Los objetivos del presente estudio fueron, por un lado, analizar los signifi-
cados que alumnos con bajo aprovechamiento tenian de los conceptos rela-
cionados con la fraccion, asi como los recursos que pusieron en juego durante
la solucién de problemas matematicos vy, por el otro, caracterizar la interaccion
suscitada entre ellos.

En la intervencion se adoptaron las principales caracteristicas del aprendizaje
cooperativo (Johnson y colaboradores, citado en Ovejero, 1990; Rivera, 1996;
Echeita, 1997):

a) Interdependencia positiva. El aprendizaje es compartido y depende de
todos los miembros del grupo.

b) Responsabilidad individual. Se evalta el dominio de cada estudiante al
que se le proporciona retroalimentacion sobre su progreso.

¢) Interaccion cara a cara. Mediante la interaccion, se promueven las habi-
lidades sociales necesarias para la colaboracion, tales como liderazgo,
habilidades de comunicacion y habilidades de negociacion.

d) Liderazgo compartido. Se promueve que el liderazgo se rote en la medida
de lo posible.

e) Existencia de tareas que conduzcan mas a aprender que solo a hacer algo.

f) Procesamiento de grupo. Al finalizar la tarea, cada miembro del grupo
analiza su propio desempeiio y el de su grupo.

Considerando las dificultades de los alumnos para estructurar su actividad
cognoscitiva durante el proceso de solucion, se les proporciono una tarjeta auto-
instruccional que contenia una estrategia de solucion que podian adaptar a sus
necesidades. La tarjeta instruccional se componia de los siguientes pasos (Flores,
1999: Parra, 2004): leo el problema, lo platico, digo la pregunta, busco los datos,
hago un dibujo, escribo los datos en mi dibujo, busco una operacion, escribo la
operacion, resuelvo la operacion, compruebo la operacion, verifico si ocupé todos
los datos, escribo la respuesta completa.

En cada sesion los alumnos trabajaron en la solucion de un problema en
equipos o entre pares, el tutor intervenia cuando los alumnos daban sefiales
de darse por vencidos y cuando pedian apoyo directamente. El apoyo consistio
principalmente en la formulacion de preguntas hacia los alumnos para rescatar
sus conocimientos matematicos. Al final de la sesion, cada equipo expuso frente
a todos su proceso de solucion. A continuacion se presenta el analisis de la
solucion de dos problemas de parte-todo.
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Cuadrante | Cuadrante Il
A B b A=1/8 B=1/8 D=1/8
c E c=116\ /E=1/16
—
F=3/16 _ 1=
F H H=3/16 116
G G=1/16
Cuadrante IlI Cuadrante IV

Figura 1 El cuadro fraccionado y su solucion

PrROBLEMA 1

Se presentd a los alumnos un cuadro fraccionado donde debian encontrar el
valor de cada una de las partes representadas con letras (en la fisura 1 se muestra
la solucion, los titulos de “cuadrantes” no aparecieron en la hoja original, aqui
se emplean para clarificar el didlogo entre los alumnos). En el problema, el sig-
nificado de las fracciones era de parte-todo y las cantidades eran continuas. En
esta situacion, un elemento conceptual esencial fue la conservacion del entero.
Algunas investigaciones (Lima, 1982, citado en Nunes y Bryant, 1998) indican
que los alumnos inexpertos no conservan el entero cuando se divide en partes
diferentes y presentan dificultades para aceptar, por ejemplo, que un entero se
conserva independientemente de si es dividido en diversas fracciones. Ademas, la
mayoria de los alumnos se centran en el niimero de partes en las que se divide
el entero, pero no tienen en cuenta el tamafo de las partes (Davila, 1992).

El problema fue resuelto en pares, Nicolas v Raymundo trabajaron juntos.
De acuerdo con las etapas planteadas por Flores (2005), en el momento de la
solucion Nicolas tenia conocimientos para una representacion no canénica del
problema, reconocia que un entero podia dividirse en fracciones, pero la nueva
fraccion obtenida se convertia en un nuevo entero. Algunas partes del problema
representaban valores iguales, pero su forma era diferente; en este caso, Nicolas
las considerd de valor diferente por el tamano que percibio entre ambas. El
alumno no podia sostener sus soluciones con argumentos solidos, lo que lo
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condujo constantemente a realizar diversos ensayos hasta encontrar uno que le
satisficiera. Los algoritmos que empled fueron desarrollados errébneamente.

Por su parte, Raymundo tenia conocimientos para una solucién canoénica
algoritmica basada en una representacion grafica. Sus conocimientos le permi-
tieron entender la conservacion del entero que se obtiene por la suma de las
fracciones representadas. Para sostener sus arsumentos, hizo trazos que le per-
mitieron realizar un algoritmo grafico y no considerd necesarios los algoritmos
formales, los cuales, sin embargo, utilizaba si asi se le pedia. A continuacion se
presentan fragmentos del didlogo que sostuvieron ambos alumnos. Se transcriben
las palabras tal y como fueron mencionadas, pero debido a la complejidad del
didlogo, se hacen anotaciones entre paréntesis y algunas figuras para aclarar la
manera en la que la respuesta fue estructurada.

Ambos alumnos dialogaron sobre el cuadrante II (CDE). Raymundo, basado
en sus conocimientos previos, dedujo el valor correcto de D (1/8) y los valores de
C (1/16) y E (1/16). Por su parte, Nicolas propuso valores en doceavos que no
pudo sostener con argumentos solidos e intentd comprobar la afirmacion de su
compaiiero midiendo con su lapiz el vértice inferior formado por D, y encontro
que era el punto medio del cuadrante II:

RaymMunpo: Este es 1/8 (D = 1/8).

NicoLAS: Este es 1/12 (C= 1/12) y éste 1/12 (E=1/12) y éste es 2/12
(D=2/12).

RaYMUNDO: Pero éste esta a la mitad (se refiere al vértice inferior del triangulo

D, Nicolds mide con su lapiz para comprobarlo). Si es la mitad entonces
es 1/16 (C=1/16)y éste es 1/16 (E = 1/16).

Raymundo considerd que los cuatro cuadrantes formaban el entero y, a su
vez, que las partes contenidas dentro de un cuadrante formaban 1/4. Por
su parte, Nicolas se guid por el tamario percibido de las fracciones para darle
un valor y, como no pudo sostener su respuesta, retird su argumento y discutié
sobre la propuesta hecha por Raymundo abarcando otros cuadrantes (fisura 2):

NicoLAS: Entonces éste es 1/16 (escribe G = 1/16) y éste también es 1/16
(escribe [ = 1/16), vy éste es 1/8 (C=1/8) y éste es 1/8 (E = 1/8), porque
son mas grandes.
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Cuadrante | Cuadrante Il
A B D
Cc=1/8 E=1/8
F | =
H 117
G=1/16
Cuadrante Ill Cuadrante IV

Figura 2 Solucion de Nicolds

Aungue Nicolas retomo la propuesta de su compariero, se basd nuevamen-
te en su percepcion para asignar valores a las fracciones. Nicolas dio muestra
de su falta de comprension para conservar el entero como unidad, Raymundo
identifico la confusion de su companero e intento explicar que cada cuadrante
tenia el valor de 1/4, considerando que los cuatro formaban la unidad, es decir,
resalto la conservacion del entero:

RAYMUNDO: Pero éste (sefiala el cuadrante II) es 1/4. Este es 1/16 (1= 1/16),
con éste (sefiala H) serfa el cuarto (se refiere a que H+ [ = 1/4), faltarfa
el H nada mas.

NicoLAs: ¢H = 1/16?

RaymunDo: No. [ = 1/16, falta H, en éste (H) cabe este () tres veces (dibuja
tres lineas verticales para dividir en tres partes iguales a H) v se suman
(fisura 3).
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Cuadrante IV

T T T

' I I
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! l l

I | I

I | I

| | |
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| I I

| H ={3/16 :

I | I

I I I

| | |

: I I

! I I

I I I

| | |

=116 1 1=1/16 : 1=1/16 : I=1/16

i | |

I I I

I | I

I I I

| | |

I

! ! !

Figura 3 Solucién de Raymundo
Cuadrante lll Cuadrante IV
F=1/2
H=1/2 |

G=1/4

Figura 4 Solucién de Nicolas
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Cuadrante Il

3/4

-r|
S |

G=1/4

Figura 5 Solucion de Nicolas

Raymundo tenia clara la conservacion del entero, sabia que cada cuadrante
equivalia a una cuarta parte del entero y, apoyandose con el trazo de lineas, in-
tento dar a entender que el cuadrante IV podia dividirse en cuatro partes iguales;
partiendo del valor de [ = 1/16, deduce que H podia dividirse en tres segmentos 1,
de tal manera que H=1/16 + 1/16 + 1/16 = 3/16. Sin embargo, no pudo
convencer a Nicolas y el problema siguio sin ser resuelto:

NicoLAs: (Sin argumentar algo, borra las lineas dibujadas por Raymundo).

RaymMunDo: Este (1) es 1/16.

NicoLAs: (Refiriéndose a I) Pero eso quiere decir que esta agarrando una
parte de 16 (sefiala todo el cuadro en su totalidad), pero éste (F) y éste
(H) es 1/2; y éste (G) es 1/4 (fisura 4).

Nicolas comenz6 a tratar los cuadrantes como enteros independientes asig-
nando a F'y H el valor de un medio a cada uno, pero reconocio que G es una
cuarta parte de F, por ello le asigno el valor de un cuarto (G = 1/4). Nicolas
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no encontrd argumentos para sostener su propuesta y centrd la discusion en el
cuadrante [II, retomando la propuesta inicial de Raymundo donde G = 1/16.

NicoLAS: Este vale 1/16 (sefiala G) éy este? (sefiala F).

RayMUNDO: Todo esto vale 1/4 (sefiala el cuadrante II) y éste (G) cabe tres
veces aqui (sefala F).

NicoLAs: Entonces éste (F) vale 3/4 (cambia el valor de F de 1/2 a 3/4 como
se muestra en la figura 5).

RayMUNDO: No. Son cuatro (traza lineas para dividir el cuadrante IIl en cua-
tro partes iguales) es como aqui (discuten el cuadrante IV nuevamente).

Raymundo continué sin perder de vista la relacion entre el cuadrante y el
entero en su totalidad. Mientras que Nicolas no conservo el entero v continu6
tratando el cuadrante como entero independiente de toda la figura, de ahi reto-
mo la idea de su compariero y propuso que, si el cuadrante IIl podia dividirse en
cuatro partes iguales, entonces G = 1/4; vy los tres cuadros restantes que forman
F equivaldrian a 3/4. Nuevamente Nicolas no encontrd argumentos para explicar
su punto de vista.

Los alumnos continuaron trabajando en la tarea, pero no lograron ponerse de
acuerdo. Cuando se les pidi6 que explicaran a todo el grupo su solucion, Nicolas
continué sin conservar el entero. El tutor identifico la problematica y, a través de
preguntas a todo el grupo, se llego a la conclusion de que cada cuadrante tenia un
valor de 1/4y, con base en ello, Nicolas se animé a resolver el cuadro ante todo el
grupo, pero aplicando un algoritmo formal cuya utilizacion fue errénea. En lugar de
utilizar una division de fracciones, realizd una multiplicacion (solucion no canonica),
pero ademas se hizo presente la confusion de los procedimientos de multiplicacion
y de division en todos los miembros del grupo, por ello, el tutor decidio retomar la
propuesta inicial de realizar la multiplicacion a fin de que los alumnos recordaran
el procedimiento de la multiplicacion de un niimero entero y una fracciéon propia.
Una vez hecho esto, se le pidi6 a Nicolas que realizara la operacion inicial, la cual
resolvio correctamente obteniendo como resultado 2/4, pero la reduccion fue inco-
rrecta (1/8) debido a que Raymundo manifestd que el valor de A y B debia ser de
1/8 cada uno, pero Nicolds no pudo arsumentar su respuesta (figura 6).

TuTor: ¢Por queé es 1/8?
NicoLAS: Porque son dos cuartos (sefiala A v B).
TuTtor: éMe lo puede demostrar?
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Figura 6 Solucion por medio Figura 7 Solucion por medio
de una multiplicacion de una division

Nicolas escribio en el pizarron 1/4 + 1/4 = 2/4 (fisura 6), se le apoyd para
reducir el término a 1/2 y se dio cuenta de que su resultado no podia ser el
valor del cuadrante L.

Para apovar a Nicolas, el tutor comenzo a preguntar como se obtuvieron
los cuadrantes a fin de que los alumnos se dieran cuenta de que la operacion
requerida era una division.

Turor: Hace un momento puse el cuadro, équé tuvimos que hacer para
obtener los cuartos (todos los cuadrantes)?

Davip: Lo dividimos en cuatro.

TUTOR: Muy bien. &Y qué hicimos para obtener la parte A v la parte B?

RayMuNDO: Lo dividimos (al cuadrante I) en dos.

Tutor: Muy bien, entonces, équé operacion debemos realizar para saber el
valor de Ay B?

Davip: Una division.

RaymMunDO: Tenemos que dividir 1/4 entre 2.

NicoLAs: No puede ser 1/2 (refiriéndose a su tltimo resultado) tenemos que
dividir (el cuadrante ) entre dos.

Tutor: IAh! iTenemos que dividir!, antes dijiste que teniamos que multiplicar.

Nicolas: No... Tenemos que dividir.

TuToR: Si dividimos este cuarto (cuadrante 1) entre dos, écuanto vale Ay
cuanto B?

NICOLAS: 1/8.

TUTOR: Muy bien, ahora demuéstramelo en el pizarron.
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NicoLAs: Tenemos que dividir (escribe 1/4 entre 2, resuelve la operacion y
obtiene 1/8 como se muestra en la figura 7) cada una vale 1/8 (A y B).
IAh! yo estaba multiplicando v se tiene que dividir.

TUTOR: Muy bien.

NICOLAS: Ya lo sabia, no me ensefaste nada.

Finalmente, Nicolas continuo con la solucion del cuadro hasta terminarlo
empleando algoritmos formales.

La interaccion presentada se llevo a cabo entre dos alumnos que tenian dife-
rentes representaciones del concepto de fraccion. Por un lado, Nicolas con una
representacion no canonica y, por el otro, Raymundo con una representacion
canoénica algoritmica basada en un esquema de solucion no algoritmica (utilizo
en un principio un algoritmo grafico). La actividad puso de manifiesto ciertas
invariantes de los alumnos (Flores, 2005) en el uso del concepto, las cuales se
mantuvieron a lo largo de la interaccion. Por un lado, Raymundo no perdio la
conservacion del entero vy utilizod representaciones graficas para explicar su punto
de vista a Nicolas, quien no conservaba el entero. Sin embargo, el desarrollo de
la actividad coloco a Nicolas en una situacion de conflicto en su intento de hacer
publicas sus soluciones para ser valoradas y, con ello, buscar nuevos argumen-
tos para sostenerlas, pero no logr6 que Raymundo lo comprendiera, por lo que
comenzo a considerar otra posible solucion (Ernest, 1998). La manifestacion
del conocimiento de cada alumno le fue de gran utilidad a Raymundo para de-
tectar la problematica de su compariero e intentar explicar su punto de vista con
SUS Propios recursos.

Asimismo, comprender el significado que los alumnos le dieron al problema
sirvio al tutor para: a) comprender la conceptuacion que los alumnos tenian de
la fraccion con respecto al entero: para Raymundo un entero podia dividirse en
fracciones, de la misma manera, una fracciéon podia dividirse en otras fracciones
mas v la suma de éstas siempre era un entero. Mientras que para Nicolas, un ente-
ro podia dividirse en fracciones, pero cada una de ellas se convertia en un nue-
vo entero posible de fraccionar. b) Dar apoyos necesarios a los alumnos en
la comprension del concepto de fraccion que les permitiera continuar con la
solucion del problema. La correcta solucion del problema no fue en si misma
el objetivo de los apoyos, sino promover la comprension y desarrollo de un con-
cepto matematico para pasar de una fase inicial de representacion no canonica
hasta una mas desarrollada.
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Figura 8 Primera solucion

PROBLEMA 2

Se presentd a los alumnos un problema parte-todo tomado de un libro de texto
de matematicas de secundaria (Waldegg, Villasefior y Garcia, 1998, pp. 79-80)
cuya solucion no era obvia ni directa. El problema presentaba la cantidad 1/4
como Unico dato numeérico, las otras cantidades se encontraban implicitas, pero
el entero era completamente desconocido. El valor del entero que habia que
encontrar podia referirse a una cantidad discreta si el resultado final (cuatro
litros) era considerado como cuatro elementos independientes. También podia
referirse a una cantidad concreta si se consideraba que los cuatro litros se
encontraban en un mismo recipiente, esta ultima opcion fue la utilizada por los
alumnos. El texto del problema fue el siguiente:

-iCémo! éYa no hay leche? —pregunto la madre asombrada-. Si ayer compreé
suficiente para la cena.

-La mitad la us6 la abuela para el arroz con leche —dijo Rosita-.

-Bueno, yo usé la mitad de la que quedo para los licuados esta manana
—dijo Martha-.

-Acuérdate de que al medio dia ocupaste la mitad de la que habia para el
flan —aclaro Javier-.

-Y yo me tomé la mitad de la que quedaba esta tarde, mientras veia la tele-
vision -agregd Juanito-.

=Y solo queda 1/4 de litro? —pregunto el padre-, pues écuanto compraste
ayer?

El problema se solucioné en equipos de tres alumnos. En la figura 8 se mues-
tra la primera solucién de un equipo. Inicialmente, los alumnos dieron una solucion
no canoénica: realizaron una adicion de fracciones basados en una interpreta-
cion que no correspondia a lo que el problema pedia. En la interaccion con el
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tutor, los alumnos no pudieron sostener su solucion. Cabe destacar también que
se presentaron problemas en el procedimiento formal en la suma de fracciones
en la obtencion del comtn denominador.

El tutor comenzd por presuntar la manera en la que llegaron a esa solucion:

Raymunpo: El problema dice que quedaba un cuarto, pero se tomo la mitad,
entonces la mitad de 1/4 es 1/8 y el problema dice que se volvio a tomar
la mitad, y sacamos la mitad de 1/8 que es 1/16, después sumamos las
fracciones y nos dio 13/8.

TuTtor: Veo que colocaron al principio de su suma el nimero uno. ¢Por qué
lo pusieron?

NicoLAs: Porque es un litro.

TuTor: Bien. ¢El problema menciona en algun lado un litro? (leen el proble-
ma nuevamente en silencio).

ELias: No. Pero se supone que estd hablando de un litro, porque de ahi
fueron tomando leche.

Tutor: Ustedes dan por hecho que habia un litro éverdad?

Topos: Si.

Aunque los alumnos eran capaces de reconocer el valor de una fraccion
cuando se dividia a la mitad, su comprension del problema presento¢ la principal
dificultad. En la argumentacion de los alumnos se distingue una concepcion
referida a los problemas matematicos donde se considera que en éstos siempre
debe haber un entero como dato explicito a partir del cual comenzar la fragmen-
tacion. Quiza por esta razon los alumnos comenzaron con 1/4 como si se tratara
del entero inicial al que fraccionaron y esta concepcion pudo haberlos llevado
a afiadir en su operacion un litro, es decir “el entero” que “siempre” aparece en
los problemas.

Un aspecto importante por resaltar es que el problema, a pesar de que con-
tenia valores fraccionarios y narracion cotidianos, requeria para su solucion un
procedimiento en retrospectiva, esto es, debia dejar de pensarse en un valor
inicial (el entero) del cual se parte para fraccionarlo y, en su lugar, se requeria
comenzar por sumar la fraccion mas pequena con las demas partes hasta obte-
ner el valor del entero. Esta manera de proceder, como se muestra a continua-
cion, fue posible gracias al uso de un algoritmo grafico.

Después de la arsumentacion de los alumnos, el tutor pidio la justificacion del
algoritmo empleado vy solamente obtuvo argumentos inconsistentes. Entonces,
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Figura 9 Solucion por medio de un algoritmo grafico

el tutor intentod que los alumnos vincularan sus conocimientos cotidianos con el
problema vy asi valoraran la posibilidad de otra solucion:

Tutor: Sin embargo, su resultado final dice que compraron 13/8. ¢Cudl es la
respuesta correcta un litro o un litro y tres octavos? (los alumnos piensan y
no responden). ¢Es posible que en la tienda nos vendan 13/8 de leche?

NicoLAs: No... Entonces la respuesta correcta es un litro.

TuTtor: Dime, Nicolas, écuantos litros de leche llegan a comprar normalmente
en tu casa para toda la familia?

NicoLAs: Como tres.

Tutor: iEso es! Entonces no necesariamente debe haber solamente un litro
en el problema. ¢Qué les parece si comprobamos su respuesta?

Los alumnos continuaron resolviendo el problema por cuenta propia y en
una segunda solucion volvieron a su primer algoritmo, pero se dieron cuenta del
error en el procedimiento y, aunque lo rectificaron, el resultado no los convencio
(13/16). En una tercera solucion buscaron otros datos numéricos en el proble-
ma y volvieron a su planteamiento original de transformar 1/4 considerandolo
como un entero, pero se dieron cuenta de que volverian al algoritmo inicial que
no era una opcion correcta de solucion. Antes de que los alumnos se desanima-
ran, el tutor interactué con ellos guiandolos en el uso de la tarjeta instruccional
que no habia sido tenida en cuenta para solucionar el problema. En el paso 5,
“hago un dibujo”, los alumnos comenzaron a intercambiar ideas v el tutor se
alejo para supervisar el avance de otro equipo. Momentos después obtuvieron
la respuesta correcta por medio de un algoritmo grafico consistente con lo que

EDUCACION MATEMATICA, vol. 20, num. 1, abril de 2008 47



Aprendizaje cooperativo en la solucion de problemas con fracciones

pedia el problema (figura 9). Esto es, los alumnos llegaron a una representacion
canonica algoritmica basada en un esquema de solucion no algoritmico.
El tutor entonces pidio al equipo que justificara su soluciéon frente al grupo.

TuTOR: ¢Coémo llegaron a este resultado?

Raymunpo: Como no sabemos el total de litros, dibujamos un entero vy lo fui-
mos dividiendo como lo decia el problema y le pusimos el nombre de las
personas que tomaron leche y al final nos quedo el cuarto que sobro.

NicoLas: Al final vimos que el cuarto (1/4) se parecia a lo que Juanito se habia
tomado, entre los dos daba como resultado 1/2, y suméandolo con lo que se
tomo Javier nos da un litro, que es lo mismo que usd la mama, eso quiere
decir que llevamos dos (litros) y con lo de la abuela nos salieron cuatro litros.

En esta ocasion, los alumnos resolvieron el problema analizandolo en retros-
pectiva, comenzaron con un todo desconocido que dividieron basandose en la
narracion del problema hasta llegar a 1/4 como la porciébn mas pequena. A
partir de ella y con apoyo de su dibujo y su conocimiento de la transformacion
de fracciones, hicieron calculos para obtener el resultado final, pero esta vez las frac-
ciones no fueron divididas a la mitad, sino que fueron sumadas por si mismas.

Con la intencion de que los alumnos desarrollaran una solucion algoritmica,
el tutor propuso continuar con el paso 7, “busco una operacion”, de la tarjeta
autoinstruccional, pero se encontrd con obstaculos para lograrlo, pues los alum-
nos consideraron que deberian encontrar una sola operacion para obtener el
resultado. Finalmente, sumaron las fracciones indicadas en su dibujo y obtuvieron
el mismo resultado final.

CONCLUSIONES

El aprendizaje cooperativo en la solucion de problemas matematicos propicio
que los alumnos manifestaran las invariantes que poseian sobre el concepto de
fraccion y su interpretacion del problema, informacion que posibilito al tutor
para adecuar su apoyo al desarrollo cognitivo de los alumnos. El aprendizaje
cooperativo permitio también que los alumnos expresaran y argumentaran pro-
puestas de solucién para ser consideradas por los deméas comparneros a fin de
compartir conceptos que les permitieran experimentar nuevas soluciones y, con
ello, desarrollar nuevos conocimientos.
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Las principales probleméticas encontradas en los alumnos se pueden agrupar en
tres categorias: el concepto de fraccion, los procedimientos rutinarios de opera-
ciones con fracciones y las concepciones sobre problemas con fracciones. En primer
lugar, se encontraron dos diferentes conceptos de fraccion relacionados con la
conservacion del entero. Por un lado, quien conservaba el entero tenia el conoci-
miento de que éste podia fraccionarse en diversas partes v cada una de ellas era
susceptible de fraccionarse también, pero continuaban siendo parte del mismo
entero, de tal manera que la suma de todas las partes daba como resultado el en-
tero. Por otro lado, quien no conservaba el entero tenia el conocimiento de que un
entero podia fraccionarse, pero cada fraccion se “convertia” en un nuevo entero
independiente del original, susceptible de ser fraccionado también. A pesar de
tratarse de alumnos de secundaria, algunos presentaron atn el problema de la
conservacion del entero encontrado en alumnos de primaria (Nunes y Bryant, 1998).

En segundo lugar se encontraron problematicas sobre los procedimientos
rutinarios. Los alumnos presentaron problemas para recordar los procedimientos
sobre la obtencion del comun denominador, ademas, confundieron el procedi-
miento de la multiplicacion con el de la division. Durante la suma con fracciones, fue
notoria la dificultad para comprender la relacion entre numerador y denomina-
dor, los cuales fueron sumados como si fueran enteros sin alguna relacion entre
si. Los conocimientos de los procedimientos de operaciones con fracciones no
son suficientes si no se interpreta de una manera adecuada el problema.

En tercer lugar, se desprendieron algunas concepciones de los alumnos
sobre los problemas con fracciones. Concepcion 1: el valor del entero siempre
es uno. Los problemas hacen referencia a un entero cuyo valor es uno, no se
consider6 inicialmente la posibilidad de un entero con valor mayor. Concepcion
2: al resultado se llega con una sola operacion. El resultado final se obtiene con
aquella operacion que involucre todos los valores detectados en el texto del pro-
blema. Concepcion 3: la tnica cantidad mencionada en el problema equivale al
entero. Si el problema menciona aparentemente una sola cantidad, entonces la
solucion comienza con tratar tal cantidad como si fuera el entero.

En este sentido, puede inferirse que los alumnos estaban habituados a una
ensefanza centrada en los procedimientos algoritmicos de los ejercicios v su
posterior aplicacion a problemas matematicos sin considerar otras posibles es-
trategias de solucion. Sin embargo, los problemas utilizados en este estudio
exigieron de los alumnos un pensamiento matematico que no se limitd al mero
uso de algoritmos formales, sino que demandd el analisis de la pertinencia de tales
algoritmos para resolver el problema. El proceso de solucion requirio también
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el empleo de otros apoyos como dibujos vy trazos, ademas de los conocimientos
previos y cotidianos de los alumnos para proponer estrategias de solucion vy
valorar el resultado final.

Con lo anterior se evidencia que la ensefianza por medio de problemas matema-
ticos no se limita a la obtenciéon del resultado correcto mediante procedimientos
fijos, sino que promueve, en los alumnos, el transito de una representacion
actual de conceptos v problemas matematicos a otra mas desarrollada. De la
misma manera, un problema no agota las posibilidades de aprendizaje, es nece-
sario continuar proveyendo a los alumnos de problemas variados que les per-
mitan proponer procesos de solucion acordes a lo planteado en los problemas
y les permita desplegar una serie de recursos cognitivos durante la interaccion
con otros comparieros a fin de desarrollar su pensamiento matematico v, de esta
manera, fortalecer sus conocimientos.
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