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Resumen: Este trabajo desarrolla un modelo que permite explicar el proceso de toma
de decisiones de un consumidor-inversionista racional que selecciona un portafolio en
un ambiente de riesgo de mercado y en un horizonte finito sujeto a dos restricciones:
una de tipo presupuestal y otra que especifica que su riqueza final exceda un umbral
con un cierto nivel de confianza. Los principales resultados son: 1) dada la incertidum-
bre de los posibles estados de la naturaleza, la cual es independiente de las preferen-
cias y dotaciones, se demuestra que un agente con una restriccion que especifica su
riqueza final con un cierto nivel de confianza, conduce a que el agente consuma una
proporcion cada vez menor de su riqueza conforme se acerca al final del periodo de
planeacion, y 2) las proporciones que asigna de su riqueza a la tenencia de activos es
invariante en el tiempo. Por ultimo, para revisar la evidencia empirica de las relaciones
que provee el modelo propuesto se realiza un ejercicio econométrico VAR-VEC.

Abstract: This paper is aimed at developing a model that allows explaining the
decision making process of a rational consumer-investor that chooses a portfolio
in a risk-market environment and in a finite horizon subject to two constraints:
one of a budget type and other specifying that his final wealth exceeds a threshold
with a certain confidence level. The main findings are: 1) given the uncertainty of
possible states of nature, which is independent of preferences and endowments,
it is shown that an agent with a restriction that specifies his final wealth with a
certain confidence level leads to the agent to consume a declining share of wealth
as he is approaching to the end of his planning horizon, and 2) the proportion
of wealth allocated to the holdings of the risky asset is time invariant. Finally,
in order to review the empirical evidence of the relationships provided by the
proposed model, an econometric exercise VAR-VEC is performed.
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Introduccién

El problema de asignar proporciones de la riqueza al consumo y a la tenencia de dife-
rentes activos en los mercados financieros, bajo el criterio de maximizar la utilidad, se
ha estudiado ampliamente; sin embargo, poca atencion se ha puesto en el hecho de que
los consumidores desean al final de su horizonte de planeacién que su riqueza exceda
un determinado umbral (nivel de sustento digno) con un cierto nivel de confianza.
Por ejemplo, para muchos individuos es deseable que al momento de su jubilacion,
la riqueza que acumularon les permita llevar una vida digna, o bien muchos otros
desearian acumular riqueza para dejar una herencia a su descendencia que le permita
llevar una vida loable. No obstante, cuando los agentes invierten en activos riesgosos,
no hay forma de garantizar que, en una fecha futura, la riqueza acumulada exceda un
cierto umbral, a menos que se formule una estrategia de consumo y portafolio, que
al seguirla puntualmente, la riqueza pudiera exceder el umbral impuesto con cierto
nivel de confianza, por decir algo, con un (1 -a)x100% de confianza; por supuesto,
existe una probabilidad de magnitud a de que no sea asi. De cualquier modo, es mejor
apegarse a una estrategia de consumo-inversion para que la riqueza final exceda un
umbral con un cierto nivel de confianza que no tomar accién alguna. Seguramente,
la estrategia en cuestion marcaria, desde el inicio, un mayor sacrificio en el consumo,
asi como la constancia (el habito) de invertir, de manera periddica, una proporcién
fija del ingreso en activos.

La mayor parte de la literatura sobre decisiones de consumo y portafolio bajo
el criterio de maximizacion de utilidad tiene su origen en los articulos seminales de
Merton (1969 y 1971). Posteriormente, Harrison y Kreps (1979) asi como Harrison y
Pliska (1981) relacionan el concepto de martingala con el problema de decisiéon de un
consumidor-inversionista racional. Por su parte, Karatzas y Shreve (1991), Karatzas,
Lehoczky, Sethi y Shreve (1986), Karatzas, Lehoczky y Shreve (1986) proporcionan, en
el marco de mercados completos, soluciones explicitas a diversos problemas duales
al criterio de maximizacion de utilidad. De igual forma, Karatzas, Lehoczky, Shreve
y Xu (1991) extienden el trabajo anterior al caso de mercados incompletos. Asi mis-



102 m  EconoQuantum

mo, Cox y Huang (1989), Venegas Martinez (2001, 2006 y 2010a) incorporan, en el
problema de decision de maximizacion de utilidad, saltos de Poisson en la dindmica
de los activos riesgosos y Venegas Martinez (2008 y 2009) generaliza el proceso de
Poisson cuando el tamafio del salto se conduce de acuerdo con una distribucién
de valor extremo de tipo Fréchet. Asimismo, Basak y Shapiro (2001), Grossman y
Zhou (1996) introducen restricciones sobre la riqueza y su valor en riesgo. Por otro
lado, el proceso de maximizacion de utilidad con activos con volatilidad estocastica
ha sido examinado por Lewis (2000). También, Venegas Martinez (2005 y 2010b)
combina saltos de Poisson con volatilidad estocastica. Por ultimo, Angeles Castro y
Venegas Martinez (2010) y Venegas Martinez y Cruz Ake (2010) evaltian productos
derivados en el marco de agentes maximizadores de utilidad en un ambiente de
equilibrio general.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo estocastico que describe y ex-
plica el proceso de toma de decisiones de un consumidor-inversionista racional al
seleccionar un portafolio en un ambiente de riesgo de mercado y en un horizonte
de planeacioén finito sujeto a dos restricciones: una de tipo presupuestal y otra que
especifica que la riqueza final exceda un umbral con un cierto nivel de confianza.

Es importante destacar que la presente investigacion extiende el trabajo de Ga-
vira Durdén y Venegas Martinez (2011) en varias direcciones: 1) se introduce una
restriccion presupuestal para que el nivel final de la riqueza exceda un umbral dado
con un cierto nivel de confianza; 2) por la razdén anterior se considera un horizonte
de planeacion finito; 3) se adiciona a la utilidad la satisfaccion de dejar un legado
o herencia a descendientes; 4) se utiliza los teorema de Girsanov y de Doob para
caracterizar una martingala local continua asociada a una medida equivalente neu-
tral al riesgo; 5) se aplican el teorema de convergencia monétona de Lebesgue para
relacionar los tiempos de paro con la fecha final del horizonte de planeacion y el
lema de Fatou para relacionar los tiempos de paro con el nivel de riqueza final; 6)
se determina el Lagrangeano y las condiciones de primer orden del problema de
maximizacion de utilidad en términos de funciones indicadoras; 7) se caracteriza
la propensiéon marginal al consumo (que cambia con el tiempo) como solucion de
una ecuacion diferencial homogénea de Ricatti; por ultimo, 8) se revisa la evidencia
empirica de las relaciones que provee el modelo propuesto a través de un ejercicio
econométrico VAR-VEC.

Los principales resultados de esta investigacion son los siguientes: primero, dada
la incertidumbre de los posibles estados (de la naturaleza), la cual es independiente
de las preferencias y las dotaciones, se demuestra que un agente con una restriccion
que especifique el valor de su riqueza final con un cierto nivel de confianza consume,
conforme se acerca al final del periodo de planeacion, una proporcién cada vez menor
de la riqueza disponible (cualquiera que ésta sea). Segundo, una caracteristica sor-
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prendente de la solucion es que la proporcidon que asigna de su riqueza a la tenencia
del activo riesgoso es invariante en el tiempo (lo mismo para el activo libre de riesgo).
Esto significa que cuando se impone dicha restriccion, la riqueza y, en consecuencia,
el consumo, se van modificando con el transcurso del tiempo para exceder el umbral
con cierta probabilidad, pero no asi la proporcién de la riqueza que se asigna a la
tenencia del activo riesgoso. Por ultimo, es importante destacar que los resultados
obtenidos son consistentes con el teorema de separacion de Fisher (1930).

Es importante resaltar que el primer resultado difiere del encontrado, en el marco
determinista, por Modigliani (1971) sobre la propensién marginal al consumo. En el
modelo estocastico propuesto, la riqueza es una variable aleatoria y, en consecuencia,
el consumo también lo es. Es decir, no se pueden determinar las trayectorias de la
riqueza y el consumo a cada instante, s6lo pueden determinarse las probabilidades
de que la riqueza y el consumo se hallen en ciertos rangos. Por lo tanto, este trabajo
trata de la proporcionalidad entre cantidades aleatorias (consumo y riqueza). Dicha
proporcion no es constante y va disminuyendo conforme el individuo se acerca al
final de su horizonte de planeacion. Este resultado es consistente con el de Lettau y
Ludvigson (2004) en que el consumo no siempre guarda una proporcion constante
con el nivel del ingreso.

Es significativo resaltar que todos los resultados obtenidos en la presente inves-
tigacién dependen de la funcién de utilidad seleccionada, lo cual, por un lado, es
una limitacion. En el caso particular de la utilidad logaritmica, ésta permite obtener
soluciones cerradas de las variables de decision, lo cual, sin duda, es también una
ventaja importante. Y esto es asi porque el logaritmo de una variable aproxima su tasa
de crecimiento y, en particular, los rendimientos de los activos son de hecho tasas
de crecimiento de sus precios. Un primer candidato para extender el modelo es la
familia de funciones de utilidad con grado relativo de aversién constante, a la cual la
funcién logaritmica pertenece como caso especial, donde los resultados obtenidos se
modificarian por la incorporacién de dicho parametro. El segundo candidato es la
familia de funciones de utilidad ligadas a la exponencial negativa. En ambos casos,
bajo ciertos supuestos de los valores de los parametros, para garantizar consumo
positivo, se pueden obtener soluciones implicitas y/o explicitas. En el caso de solu-
ciones implicitas, la simulaciéon Monte Carlo podria ser una alternativa apropiada.

Asimismo, con base en el modelo teérico desarrollado, se examinan empirica-
mente las relaciones entre el consumo y los rendimientos de los activos disponibles
en la economia a través de un modelo vectorial de correccién de error VAR-VEC con
datos de frecuencia trimestral que cubren el periodo del primer trimestre de 2003
al primer trimestre de 2013. Se encuentra evidencia de que en México esas variables
estan vinculadas mediante relaciones de largo plazo, ain tomando en consideracién
los efectos que tuvo la crisis financiera de 2008-2009. Ademas, las estimaciones
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muestran que esas relaciones son estacionarias, incluso al tomar en cuenta la crisis
antes mencionada. Se obtiene también evidencia de que la tasa de crecimiento del
consumo puede verse como una variable aleatoria, tal como lo anticipa el modelo
tedrico que se propone con fluctuaciones normales. De la misma manera se obser-
va que el conocimiento de cdmo se comportan esas variables puede ser tutil para
anticipar el de las otras con evidencia de relaciones de largo plazo y la dindmica
de corto plazo. En resumen, las relaciones hipotéticas, planteadas en el proceso de
equilibrio dindmico estocastico implicitas en el modelo tedrico que se desarrolla en
este trabajo para explicar las decisiones intertemporales de consumo e inversién, son
congruentes con los resultados brindados por el analisis econométrico de la realidad
mexicana; no obstante, es conveniente destacar que esa congruencia puede deberse
alos parametros profundos implicitos, en la formalizacion del propio modelo, y por
ello debe continuarse investigando respecto de las relaciones entre las decisiones de
consumo e inversion.

Esta investigacion esta organizada de la siguiente forma: la seccion de las alter-
nativas de inversion; luego se establece la restriccion presupuestal del agente; poste-
riormente se especifica un sistema de precios de estado; después se conjuntan los re-
sultados anteriores y se plantea el problema de decision del consumidor-inversionista
con funcion de utilidad del tipo von Neumann-Morgenstern, asimismo se establecen
las condiciones de primer orden para una solucién interior; luego se discute el caso
de utilidad logaritmica; posteriormente se presentan los resultados de la estimacién
de un modelo econométrico; por ultimo, se presentan las conclusiones.

s Alternativas de inversion

En esta seccion se caracterizan los mercados financieros y se detalla la dindmica de
los activos financieros disponibles. Todo el andlisis subsecuente se confinard a un
horizonte finito de planeacion. Asimismo, se supone que todos los activos se cotizan
y negocian en términos de bienes y las tasas de interés, rendimiento y dividendos
hacen pagos en bienes.

Mercados de renta fija

Las oportunidades de inversion en instrumentos de deuda estan representadas por
un bono, cupdn cero, libre de riesgo de incumplimiento (emitidos por un gobierno)
cuyo precio, B, tiene la siguiente dindmica:

(1) B =Be", 0=t=<T
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donde 7 es una tasa de interés continuamente capitalizable y constante para todos
los plazos, es decir, la estructura temporal de la tasa de interés es plana. Asimismo,
se supone, sin pérdida de generalidad, que B, =1. También puede pensarse que al
tiempo ¢ =0 se hace un depdsito en un banco que paga una tasa de interés pasiva r
y que siempre cumple sus obligaciones, en cuyo caso el saldo (principal e intereses)
al tiempo ¢ esta dado por (1). Por ultimo observe que (1) es solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden dB, /dt = 7B,.

Riesgo de mercado
El riesgo en el mercado de titulos de capital sera modelado a través de un espacio

de probabilidad equipado con su filtracién aumentada (Q, F,(F,) P) sobre

tef0,1]°

el cual estd definido un movimiento browniano estandar (o un proceso de Wiener),
dW ~ N(0,dt). En este caso, el proceso dW, modela los movimientos que se ob-

servan todos los dias en los rendimientos del titulo.
Todos los procesos estocasticos que se introduzcan con posterioridad se supo-

nen adaptados a la filtracion (F)) en el espacio de probabilidad generado por P.

te[0.,7]
Asimismo se supone que todas las igualdades que involucran procesos estocasticos
se cumplen P casi seguramente (con probabilidad uno). En lo que sigue, se supone
que todos los procesos estan bien definidos, sin establecer explicitamente los supuestos
o condiciones que asi lo garanticen. En este trabajo se supondra la existencia de un solo
emisor de acciones. La incorporacion de dos o mas emisores, solamente hace la notacion
mas compleja a cambio de una contribucién marginal en el analisis.

Mercados de renta variable
Existe un activo con riesgo (una accién) de precio S, cuya dindmica estd representada
por el movimiento geométrico browniano:

(2) S =8¢ L1230 ol 0<t<T

donde u es el rendimiento medio anualizado delaacciény o esla desviacion estan-
dar de los rendimientos anualizados alrededor de u. Las constantes 4 y o son llama-
das, en forma respectiva, parametros de tendencia y volatilidad. Observe que (2) es
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solucion de ecuacién diferencial estocastica de primer orden dS, = S (udz + odW)).
Se supone también que la accién paga dividendos a una tasa continua, anualizada y
constante 0, es decir,

(3) dD, = 6S dt

Observe que la tasa § se aplica de manera continua, es decir, el pago de dividendos
se realiza de manera continua. Por ultimo, se supone que se puede comprar o vender
en cualquier fraccion de la accion.

= Restriccion presupuestal del agente

Se supone que el agente tiene una dotacion inicial exégena de riqueza, en términos
de bienes, a,. Asimismo se supone que la riqueza real del individuo estd dada por
el portafolio

(4) [,=4=B+S, OstsT

donde I') = a, = B, + S, es dado. Los cambios marginales en el valor del portafolio
se deben exclusivamente a cambios marginales en los precios de los activos, de tal
suerte que
5) dr = a(l _e,)%+ a0 35795,

t t
donde 6, =S, /a, y 1-6, = B,/ a, son, de manera respectiva, la proporcion de la
riqueza real que se asigna a la tenencia del activo riesgoso y la proporcion, comple-
mentaria, que se destina a la compra de bonos. Para calcular el cambio marginal de
lariqueza, da,, debe restarse el consumo por unidad del tiempo del cambio marginal
del valor del portafolio, es decir,

(6) da =dI',-dc,, O=<t<T.

Después de sustituir las ecuaciones diferenciales estocasticas asociadas a (1) y (2) en
la expresion (6) y de escribir dc, =cdt, se obtiene que (5) se transforma en

(7) da =a(1-6)rdt+af (u+06)dt+abodW -cdt, O0<t<T
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ct

da =a |r+60(u+6-r)-—L|dt+abodW, O0=<t<T.

at

Es conveniente definir ahora el premio al riesgo de mercado:
U+6-r
(o}

(8) A=

Como puede observarse, para que este premio sea lo mas grande posible se requiere
no solo que el rendimiento medio, ¢ + 0, de un mundo con riesgo sea mayor que
el rendimiento, 7, de un mundo seguro, sino también que la volatilidad, o, sea lo
mas pequena posible. La cantidad A también es conocida como la razén de Sharpe
(1964) y es la herramienta principal en la seleccién de portafolios.

Relacion riesgo-rendimiento y separacion de decisiones
En esta seccion se examina la relacion entre riesgo y rendimiento expresado en (8).
A continuacion se obtiene la proporcion (6ptima) que el agente tiene que asignar a
la tenencia del activo riesgoso. En principio, el valor dptimo de 6, deberia depender
solo de las caracteristicas del mercado, especificamente, de la varianza (vista como
el riesgo) y del rendimiento del activo riesgoso, y no las preferencias por el consumo
expresadas en la funcién de utilidad y en la tasa subjetiva de descuento del consumo
del agente. Por lo tanto, la informacién en la dindmica de los activos, expresada en
la restriccion presupuestal, deberia ser suficiente para determinar las proporciones
6ptimas de la riqueza que deben asignarse a los activos en el portafolio.

A continuacién se obtiene el valor de 6 que maximiza el rendimiento (logarit-
mico) medio esperado del portafolio, el cual estd dado por:

Epldln(%) ‘ Ftl — EF[d(In(T,) - In(a,)] | F ]

0

—E*[dIn(a)) |F]

Si se aplica el lema de Itd a In(T",), tomando como proceso subyacente el cambio
marginal en el valor del portafolio, dado en (5), se obtiene que

din(r,) =(r+6,20 —%onz) dt+00dw
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y en consecuencia el rendimiento esperado del portafolio satisface

E[dln(rt)|Ft]=E[(%) ‘ F

t

—letzazdt

2
= (r +0 Ao —%Gfaz) dt+60 E[dW |F]
= (r +0 A0 - %Hfaz) dr.

Siseelige 6, de tal manera que se maximice el rendimiento del portafolio por unidad
de tiempo, dado por

M(0)=E

1
din(r,)— ’ F,]
la condicién M'(6,) = 0 conduce al maximo

(9) 0=Alo

ya que M"(68)=-0’ <0. Observe que la cantidad (9) hace que la varianza del
portafolio, por unidad de tiempo, sea constante, puesto que

Var |dIn(T"))

1
— |F =22
7 |7

La cantidad (9) ademdas de maximizar el rendimiento del portafolio, mantiene la
volatilidad (desviacion estandar del rendimiento de la riqueza) del rendimiento del
portafolio constante. Asi, la determinacion de 6, toma solo en cuenta la dindmica de
los activos en el portafolio, omitiendo el consumo y las preferencias por el mismo. De
tal manera que se separan las decisiones de portafolio de las de consumo, tal como
sugiere el teorema de separacion de Fisher (1930).

Restriccion presupuestal estdtica

La ecuacién diferencial estocastica en (7) que conduce la dinamica de la riqueza
real no incorpora explicitamente el horizonte de planeacion, es decir, no incorpora
explicitamente los tiempos =0 y 7#=7. A continuacion se reescribe (7) de tal
manera que pueda incluirse un horizonte de planeacion finito. La ecuacion resultan-
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te se expresa en términos de integrales definidas en [0,7'], y recibira el nombre de
restriccion presupuestal estatica. Considere el proceso (el precio estocastico del bien)

(10) pt=exp{—%lzt—)»Wt}, O0<t=<T.

Es facil verificar que este proceso satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica
(de Doléans-Dale)

(11) dp,=-ApdW, 0=t=<T.

o bien

D, =1—7prSdWS, 0<¢<T.
0
Observe también que, a partir de (7), se puede escribir
(12) da =(ar+abor-c)dt+abodW, O=<t<T.

Sea y =ae " p,, el valor presente de la riqueza. Si se aplica el lema de 1t6 a y, con
base en los procesos (7) y (10), se obtiene que

dy =|-rae"p +e"p(ar+abor-c)-ae" pboi|dt
+(ae"'pOo—-ae pA)dW,
(13) =—¢"pedt+ae”p, (0,0 -1)dW,

=y Sdt+y,(0.0 - 1AW
al

Sea & =e™"p , entonces
(14) d(a§)=-5cdt+a& (00-A1)dW,

es decir,

(15) ak -a, = —f&scsds + f&sas(ﬁsa —A)dwW..
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Si se elige 6 de tal manera que se anule la dltima integral en (15), se tiene que
0 =A/o, O0=s=<t=<T, lo cual coincide con (9). Ademis 0. =A/0 elimi-
na, a cada instante, el riesgo de mercado (modelado por dW ). En otras palabras,

0, = A/ 0 administra perfectamente el riesgo de mercado. En congruencia con la
seccion de relacion riesgo-rendimiento y separacion de decisiones, esto vuelve a
separar, ahora de manera explicita, las decisiones de inversion de las de consumo.
Tomando en cuenta lo anterior, la restriccién (15) se transforma en:

(16) ak -a, = —f&scsds.

Si se toman esperanzas en ambos lados de la ecuacién anterior, con respecto de P
se tiene que

(17) Ep[ffg'jcsds+at§t F,|=a, 0s<ts<T
0
donde
(18) g =exp{—(r+l)uz)t—)»W}
t 2 t

con &, =1. La ecuacién (17) proporciona una restricciéon presupuestal que si incor-
pora, de manera explicita, los tiempos de inicio y final del horizonte de planeacion, a
saber, t =0 y t = T. Ademas, la restriccion (17), en virtud de (9), separa las decisiones
de inversion de las de consumo. Por otro lado, la ecuacién (17), en contraste con (7),
representa una restriccion presupuestal estatica. El problema de maximizar la utili-
dad que se planteara, en forma posterior, empleard la restriccion (17) en lugar de (7).

Restriccion presupuestal estdtica y el teorema de Girsanov
Si se considera la restriccion presupuestal dada en (7) y se aplica el lema de Itdal
valor presente de la riqueza real, x, = ae™, se tiene que

2

dx, =[-rae” +ae” (r+00A)-ce " ldt+ae 0.0 dW,
=[ae""0 oA -ce " ldt+ae 00 dW,
=x00Adt+x00dW —ce"dt
=x00(Adt+dW)-cedt.



Decisiones de consumo y portafolio con un nivel de conflanza... =111

De esta manera,
t t t - t
X —X, = Ofxﬂs()tds+dWS) - fcse‘”ds = ofxﬁs dw - fcse‘”ds
0 0 0 0
donde dI¥, = Ads+dW,. Asi,
t t -
Y = afe‘” + fcse‘”ds— a, = Gf@sase"'s aw_.
0 0

Si se cambia ahora el espacio de probabilidad (€2, F,( F, ) ,PP) por un nuevo

telo,7]?

espacio (Q,F,(F))

sanov conduce a

173’) donde th ~ N(0,d?), entonces el teorema de Gir-

0,71

dP=exp {—%AZI—AW;} dP=pdP.

Por el teorema de representacion de martingalas locales (Doob, 1953), Y, es una
martingala local continua (y no negativa) bajo P. Es decir, Para todo tlempo de
paro T se cumple que

0"

T
P — s -
E [fcse "ds+ae’"

F0]=a

Defina ahora paratoda n €N,

t
T, =min (T,inf {t €10,7] ‘ azf(GsaS)ze‘z"S ds = n}),
0
entonces Y es una martingala en [0, ]. Por lo tanto,

=a

0 0°

TH
E” !fcve"”ds+ a e’ ‘ F

0
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Si n — o, entonces 7, — 7. En consecuencia, el teorema de convergencia mono-
tona de Lebesgue implica que

F

0 0

Tn
P _
E f ceds
0

5 T
F |—EF fcse'”ds
0

y el lema de Fatou conduce a

E° [ar e’"”] > EF [are"ﬁ].

d

Los dos resultados anteriores llevan a
| r
P —rs —rT F
E fcse ds+ae ‘ o l=a,.
0
Por lo tanto, Y; es supermartingala en P, es decir, E” [Y[ | YO] =Y o0 bien

F <a,.

t
E |lae™ +fc e "ds
t s 0
0

La existencia de una medida (de probabilidad) equivalente P garantiza la ausencia
de oportunidades de arbitraje (generacion de ganancias libres de riesgo). Si ahora se
compara (17) con la expresién anterior, se sigue que, para0 </ <7,

F,|.

t
E” a[e_”+fcve"”ds ol=
0

F |<E” §tat+f§scsds
0

Seria deseable que la igualdad se cumpliera en general, ya que el teorema de Gir-
savov establece que Ep[g(Wt) |F,]= EP[Etg(Wt) | F], pero no es asi cuando hay

un proceso de integraciéon de por medio; aunque la integral sea una suma infinita
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de términos. La ecuacion (17) tiene una ventaja sobre la ecuacion anterior, ya que

(17) estd definida sobre el espacio de probabilidad original (€2, F,( F,) ,PP) . Por

1€1[0,7]

ultimo, observe que (7) se puede reescribir en términos de th ~ N (0,dt) definido

en (Q,F,(F)) 175) como

fo,7p
da =(ar- ct)dt+aat01th , O0=t=<T.

= Precios de estado

A continuacioén se introducen los precios de contratos contingentes por unidad de
probabilidad P sobre una unidad de un bien de consumo. Estos precios de estado se
obtienen en condiciones de equilibrio de los mercados financieros y, en consecuencia,
no existen posibilidades de arbitraje (ganancias libres de riesgo). Ahora bien, si la
restriccion presupuestal, dada en (17), se reescribe como

T . .,
(19) EP[fO pce tdt+prare ! | Fo =4y

donde 7, se toma como en (10), entonces el proceso P, puede ser interpretado como
el precio por unidad de probabilidad P de una unidad de un bien de consumo en el
tiempo ¢. En otras palabras, P, es el precio de un contrato contingente en el que si
cierto estado de la naturaleza ocurre entonces el contrato paga una unidad del bien
en una fecha preestablecida. La funcion de densidad asociada a los posibles estados
de la naturaleza es la densidad de la variable aleatoria p ; su funcion de densidad
se determinara en forma posterior. Asimismo, puede mostrarse, de manera sencilla,
que P, es una martingala con respecto de P. En efecto,

g
F t|=E7|2L
p, 3

P| Pr #(T=t)
E“ |+ F tle

=E° exp{—<r+y+l)uz> (T—t)—)L(WT—VVt)} ‘th e (70
2

= eXp{- <r +y+ lif) (T-1)+=A*(T - t)}er(T_’)
2 2

=1
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De esta manera E°[ Pr | F1= p,, esdecir, el mejor pronéstico para p,_, dado que se
conoce p,, es p,. En otras palabras, el mejor prondstico para el precio de mafiana,
es el precio de hoy. El precio p, esla tinica (medida) martingala neutral al riesgo, tal
que dP=p dP. Estinica porque los mercados son completos, es decir, existe el mismo
namero de factores de riesgo (un movimiento browniano) que de activos riesgosos
que se cotizan en el mercado (una accién) que satisface (19) y es neutral al riesgo, pues
la tendencia dela restriccion da, = (ar —c,)dz + Gaﬁtth , 0=t=<T, solodepende
de la tasa de interés libre de riesgo de incumplimiento y no del rendimiento También
puede verse, con relativa facilidad, que el proceso & = pe™ = p / B, satisface la

ecuacidn diferencial estocdstica:

(20) dg, =~ | rdr+2.dw].
En este caso, una simple aplicacién del lema It0 aIn(§,) conduce a
(21) E = exp{— <r+%)»2> (T-1)- A(W, -W,)},
En cuyo caso, se tiene la propiedad de separabilidad de tiempos,
g, L.
§,

La funcién de densidad &, dado &, eslog-normal y estd dada por:

X 1., 2
ln<§—t>+<r+gk>(T—t)

exp L ,x>0.

JANC 1S Pe——
SET 2T - H)Ax 2 INT -1

(22)
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Asimismo, dado que p =& e" es el precio de un contrato contingente que hace un
pago en términos de bienes en una fecha preestablecida, el proceso &, es tal que el
precio V,, al tiempo ¢, de un contrato con un pago al vencimiento v, satisface

I/tgt =EP[VT§T |Ft]'

En este caso, ¥, puede ser el pago de un contrato forward o de un contrato de opcion
(no asi de un contrato futuro por laliquidacién diaria o mark-to-market). Por ultimo,
la dindmica del precio de activo riesgoso, dado en (2), en términos de la densidad de
precios de estado es equivalente a

E,S, =E[E,S,|F,].
» Problema de decisién del consumidor

Considere un consumidor-inversionista con preferencias y dotaciones exdgenas que
toma decisiones en un horizonte finito, [0,7]. Se supone que el individuo maximiza
su satisfaccion por un bien genérico de consumo de caracter perecedero. Asimismo,
se supone que el individuo es adverso al riesgo y tomador de precios, es decir, no
tiene influencia alguna sobre los precios de los activos.

El agente esta dotado con una riqueza inicial, a,, y elige, a cada instante, de su
horizonte de planeacién [0, 7], la proporcion de su riqueza que asignara a la tenencia
de un bono libre de riesgo de incumplimiento y la proporcién que destinara a un
activo riesgoso. Puede pensarse en un individuo cuyo horizonte de vida es el intervalo
[0,T] y esta interesado en dejar una herencia, o un individuo que esta pensando en
su jubilacién en la fecha T'; entre otras posibilidades. Cualquiera que sea el caso, se
supone que el individuo desea que su riqueza al tiempo 7 exceda por lo menos un
umbral con cierto nivel de confianza.

En la economia hay disponible un solo bien genérico de consumo (el numerario).
El consumidor obtiene satisfaccion por el bien de consumo, c,. La utilidad esperada
del tipo von Neumann-Morgenstern, u,, al tiempo ¢ =0, del individuo, el cual se
supone adverso al riesgo y competitivo (tomador de precios), esta dada por:

(23) u =E° fOTu(ct)e’p’dHG(aT,T) F,l,
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donde p esla tasa subjetiva de descuento (o tasa de descuento intertemporal). Esta
tasa es un indicador de qué tan ansioso esta el individuo por el consumo presente.
En otras palabras, mientras mayor sea p, mds ansioso estara el agente por consumir
en el presente que en el futuro. El segundo sumando dentro de la esperanza, en (23),
indica la utilidad (felicidad o satisfaccion) del legado o riqueza de sustento. En lo
que sigue se supondrd que:

-pT
(24) G(a,,T)=u(a,)e™” .
Como siempre, se supone que la funcién de utilidad u(-) es dos veces continuamente
diferenciable, estrictamente creciente, estrictamente concavay con lim __ ' (x) =
ylim u'(x) = 0 (las llamadas condiciones de Inada).
Suponga que el agente esta dotado, al tiempo ¢ =0, con una riqueza inicial de
a,- Se impone ademas la restriccion de que su riqueza exceda (o al menos sea igual
a) un determinado umbral, g, con el nivel de confianza del (1-a)x100% , es decir,
(25) P{ang|Fo}=l—a.
A continuacion se plantea el problema de un consumidor que maximiza utilidad
por el bien de consumo donde en vez de utilizar la restriccion (7) se utiliza su equi-
valente, en funci6n de la densidad de precios de estado, &, dada en (17). Asimismo
se impondra las condicion (25). De esta manera, el problema de maximizacion de

utilidad con restricciones se plantea como:

Maximizar EP[fOTu(ct)e_pt de+u(a,)e™” |Foi|

G, ar

sujeto a:

(26) EP|:fOT§[c[ dt+§&,a, | F0:| =a,, dado, q,>0

P{GT2Q|FO}=1—OC, a > 0dado.

Es importante destacar que la solucién del problema de maximizar la utilidad no
proveera una trayectoria dptima de consumo sino que dard una regla dptima sobre la



Decisiones de consumo y portafolio con un nivel de conflanza... =117

proporcion de la riqueza que debe consumirse a cada instante en funcion de los pa-
rametros de preferencias, la dotacién inicial, la longitud del intervalo de planeacion,
los parametros que caracterizan las dinamicas de los activos y el nivel de confianza
propuesto. En este caso, el Lagrangeano del problema (26) es

(27) ‘E = u(ct)e_pt _ngtct + [u(a]' )e_pT - ﬁ(a)gTaT]l{aT>g}

donde 1 y B son los multiplicadores (constantes) de Lagrange asociados a las
restricciones y la funcién 1 (0 2q) €St definida por
r2a

{1 si a,.=a,

tay=za}

0 si a,<a

Obviamente, g =0 siysolo si a =0. En este caso, la restriccion (25) es redundante,
por lo que hay que omitir 1 a2y ¥ SUSEILUIT B ) por 7. La condicién de primer orden
apza

(necesaria) para una solucion interior, del problema (26), esta dada por

oL o
0= . =u'(c,) e " -n§,

t

es decir, la utilidad marginal es proporcional al precio de estado, Et. En consecuencia,
el consumo éptimo satisface

(28) c =1(n§le”’)=1<n%e”’>

donde I =(u')"". La otra condicién es que

oL , - a
0= 5 = [u (aT)e o ﬁ( )ng 1{‘77>9},

T
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lo que conlleva a

(29) [aT -1 (/a’(“ETe’”)} L, .o =0

El multiplicador B“’ se determinaré utilizando la restriccion P {aT >a|F 0} =1l-a.
En conclusién, el consumo y nivel final de la riqueza, dados en las ecuaciones (28)
y (29), dependen de las preferencias del agente, expresadas a través de la funciéon de
utilidad, de los precios de estado y de los multiplicadores, los cuales se obtendran
enddgenamente. En la siguiente seccion, se tomard una forma funcional especifica

para la funcion de utilidad y se discutiran los resultados para este caso particular.
» Un caso particular de funcion de utilidad
Con el propdsito de ilustrar los resultados de la secciéon anterior se supondrd ahora

una forma funcional especifica del indice de satisfaccion. En el andlisis subsecuente
la funcion de utilidad estara dada por:

u(c,) =1In(c,).

En este caso, la condicion necesaria de dptimo, expresada tanto en (28) como en
(29), conducen a

(30) ¢ ==
ng,
paratoda t €[0,7] y
-pT
(31) (aT - e(—)) L. =0
BE, )

Observe ahora, de acuerdo con (17), que

(32) a=§ "IEP[ftT:Sucu du+§,a, |Ft].
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En este caso, al sustituir (30) y (31) en (32), se obtiene que
B T
atzgt IEP |:fz Eucu dZ/l + gTaT | Ft:|

= gt‘lEP[ftTr]'le"p” du+(e” /B Ff]

(33) = (ngt)-le-ﬂf [p_](l _ e—p(T—t)) + (ne—P(T-t) / ﬁ(a))]
=(m&) "' At,T)"
=c A(t,T )

donde

(34) AT = p' (=T Y 4 (e T / B0,

El multiplicador ' se obtendra de tal manera que P {ar 2a|F O} =1-a oequi-
valentemente,

-pT
(35) a=P{aT<Q|FO}=P{e(a) <&, F0}=P{§<§T | F,}.
donde )
e’
(36) = g

De esta manera, a partir de (34), en lugar de tratar con la incertidumbre asociada
a a,, se trata con la del precio de estado descontado, & . Asi pues, B satisface

(@) _ e
(37) B &

y & es tal que P{ET zE|F 0} =a. Observe que & depende solamente de la dis-
tribucién de &, y de a. A continuaci6n se determinard el valor de §. Con base en

(22), se sigue que (véase el apéndice 1):
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. —1n(§)—(r+1)L2)T
= 2
a=‘£‘f‘§rgo(x|go)dX=cD )\'\/? 2

donde ®(-) esla funcién de distribucién acumulada de una variable normal estan-
dar. Lo anterior implica formalmente que

(38) E= exp{— (r + %)»2> T-T @‘l(a)} > 0.

De esta manera la informacion que proporciona «a se transfiere a &.

Proceso del consumo 6ptimo
En esta seccion se determina el consumo 6ptimo con utilidad logaritmica. Observe
primero que, después de sustituir de (37) en la ecuacion (34), se tiene que

1—e " 4+ pnEge”
(39) A(t,T) = png_ = —p(T—t)p o 0.
P 1=+ pySae

Asi, al tiempo ¢, el consumo es proporcional a la riqueza y la proporcién decrece
cuando T crece. Observe que dicha proporciéon depende inversamente del umbral
de riqueza a, es decir, entre mas grande sea @, menor sera dicha proporcion (y
mayor sera el sacrificio). Por ultimo, observe que (38) depende también de la tasa
subjetiva de descuento o ansiedad por el consumo presente y, mientras mas pequefio
sea p, menor sera la proporcion de la riqueza que se destina al consumo presente;
tal y como era de esperarse.

Falta determinar 7 (el precio sombra del consumo) a fin de que (38) quede
expresada solamente en términos de variables exdgenas. Observe primero, que a

partir de (17), se obtiene
a,<E* [ [ &c,duta, | FO}

- E° [foTn“e‘p“ du+(e”" / BY) |F0}

- (=) +Ea,
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lo cual implica que

1 1-e"
» ()

El multiplicador 7) depende de &, de la dotacién del agente g, del umbral g, del

horizonte de planeacién T, y del pardmetro de preferencia intertemporal p. Asi,

A(t,T) queda completamente determinada en, 0 <7 <7, como:

a —E&a
(41 PIRA TR . SN
ao(l—e'p( ’))+§ge’”
o bien
A(t,T) = _p(fg — 0<G,=2%<1, 0<fosi_g 1.
I-e +Ge a, o

Note ahora que

p’(a,-Ea)e” (a,e " - Ea)

9 A(t,T) = > <0
ot (a,(1=e""")+ Ea(e” -1))
siy solo si B
a
(42) a<-L<ge.
3

Es decir, el nivel inicial de la riqueza es suficientemente grande (el minimo requerido
para invertir en una bolsa de capitales), de tal manera que g, > &a. Asimismo, es
deseable que el valor futuro del umbral, ge””, exceda el nivel inicial de la riqueza
(normalizado por §), en otras palabras, se busca un futuro mejor. La grafica 1 mues-

tra el comportamiento de A(#,7) en funcionde ¢t y p, (0<t<20, 0<p<?2).
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En dicha grifica G, =0.5, F, = p(1-G,)=p(0.5) y T =20 (afios). Como puede
observarse la proporcion de la riqueza que se asigna al consumo decrece cuando ¢

aumenta.

Grafica 1
Comportamiento de A(#,7)en funciénde ¢ y p.

Fuente: Elaboracién propia.

Por otro lado, como consecuencia de (30), se concluye que lo siguiente.

Teorema 1. Para 0 <7 <7, la trayectoria de consumo satisface

(43) ¢, =e"MmE) " =pla,-Ea)e" ™" <1;_,JT> exp {l At+ AW}
= —e 2
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o bien

(44) ¢, =c,exp uc—%of t+o W,

donde

(45) c =p(ao——§g) U =r-p+A’ yo =4,
0 1_e_pT s ¢ c

donde 4. es el pardmetro de tendencia fisica del consumo y o, es la volatilidad
instantanea del mismo. Puede verificarse también, a partir de (38) o de (41), que
¢, = A(0,T)a,, yaque

_ pla, —§g).

-pT
—e "

¢, = A0,T)a,

Observe también que una expresion equivalente a (36), en términos de una ecuacién
diferencial estocdstica, es

de,=c (u di+o dW,), 0s<t<T.

Observe que el consumo es positivo ya que a, > £a; en caso contrario, (36) carece
de sentido. Posteriormente se determinara endégenamente &§ y se vera que & >0,
de esta manera, @, >&a >0. Como puede observarse, a partir de (43), cuando el
agente se expone al riesgo de mercado, dicho riesgo afecta de manera sensible su
comportamiento y expectativas. Por ejemplo, si un consumidor-inversionista toma
decisiones de consumo e inversién en un ambiente determinista y tiene acceso a
bonos y acciones, se tiene que suponer que los dos activos son perfectos sustitutos ya
que, de otra forma, el activo que paga un menor rendimiento desaparece de manera
automatica de las alternativas del agente y ni siquiera lo contempla en la restriccion
presupuestal. Por esta razon es comun suponer que el agente tiene acceso solo a un
bono, libre de riesgo de incumplimiento, que paga tasa de interés continuamente
capitalizable y constante (o suponer, de manera absurda, que el bono y la accién son
perfectos sustitutos). Ademas, en el marco determinista, el individuo puede pres-
cribir, con toda seguridad, cual sera su trayectoria dptima de consumo. En el caso
estocastico, por desgracia, la trayectoria de consumo ya no puede determinarse, pues
el consumo se convierte en variable aleatoria, situacion que esta mas acorde con la



124 m  EconoQuantum

realidad. En conclusion, la consideracion del riesgo conlleva a cambios cualitativos
y cuantitativos importantes en las decisiones de consumo y portafolio. De acuerdo
con (44), el valor esperado del consumo, al tiempo ¢, satisface para0 <t <T,

a, —Ea) (prir
EP[Ct | Fy]= pi_oe_,%_) e(P “r =c,e"

y su varianza estd dada por
P 2
Var [, |F,]=cle’ (e -1).
Observe que si se define R, de tal manera que

In(1+ Rf) = Gft,

B JVar'[c |F,]

- P
' E'[c, | F|]

entonces

Esdecir R es el coeficiente de variacién del consumo. También se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 2. La funcién de densidad del consumo esta dada por

(46) 1 | In () - (.50 )
4 c
f..(x]¢)=—F——expi-= -
o oy 2mto X 2 O'C\/;

En virtud de que el consumo es una variable aleatoria, solo puede determinarse la
probabilidad de que el consumo se encuentre en un intervalo dado [¢,c]. De esta
forma, al utilizar (46), se tiene que para 0 <7 =<7

Plesc <e|F}=ETl  |F]=[f (x|c)dx.
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Puede verse que

P{Ct 25|F0}= j‘fq%(xwo)dx:q)(;)’

donde

De esta manera,
Pl{csc =sc|F}=P{c =<c|F }-Plc, <c|F}
=1-®(d)-[1-D(d)]
= d(d)-D(d)

en que, de manera similar,

Proceso de la riqueza final
A continuacion se determina la variable aleatoria que representa la riqueza final, a,,
la cual satisface P{aT =aqa | FO} =1-a.De acuerdo con (31) y (37), se sigue que

(47) a, =8ak;' =&a exp{<r + l)»2> T+ AWT}
= = 2

En virtud de (41), se tiene que

p(a,—5a)

pT

AT, T) = o
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con lo cual puede verificarse que
p(a() - gg)
c,=————a

Eae”" T

Por tultimo, observe también que

/() =———exp |-+
w7 amiax 2 INT
En consecuencia (véase el apéndice 2),

ln(g)—(r+%kz)T
NG

P{aT<Q|FO}= far(x)dx=d) -

© —yin

lo cual coincide con (38).

Obtencion alternativa de las decisiones optimas
Para determinar, de manera alternativa, la proporciéon éptima de la riqueza que se
asignara a la tenencia del activo riesgoso, note que a partir de (30)

e”

Ctgt = T ’

de manera equivalente
_pt
af=—"—
AT

lo cual conduce a
(48) din(a,) = —=dIn(§,) — pdt —d In[ A(z,T)].

Es decir, la tasa de crecimiento de la riqueza en el equilibrio, es igual a la diferencia
entre la tasa de crecimiento de los precios (de estado) y la tasas subjetiva de descuen-
to y de proporcionalidad. Note que a partir del lema de It0, aplicado tanto en (20)
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como en (7), se sigue que

(49) —dIn(§)) = <r + % A2> dr+AdW
y
(50) dn(a,) = <r +0,0A - %0{202 - A(t,T)> dt+6odw,.

En virtud de (48), las componentes estocasticas de (49) y (50) tienen que ser iguales,
es decir,

0o dW =AdW,

lo cual implica que 6, = A/ 0. Por otro lado, si se igualan las componentes determi-
nistas de (49) y (50) y se sustituye 6, = A/ o, se obtiene que

1 d
—A(t,T) = —P—<A(t,T)>5A(t,T),

de manera equivalente
A*(t,T)- pA(t,T) - % A, T)=0.

Es facil verificar que la solucion de la ecuaciéon diferencial homogénea de Ricatti
anterior con condicién inicial

p(a,-5a)

ao(l—e"pr),

esta dada por (41) (véase el apéndice 3).

A(0,T) =

Verificacion de la factibilidad de las decisiones éptimas
En esta seccion se muestra que las cantidades 6ptimas expresadas en (7), (43) v (47)
satisfacen la restriccion presupuestal (17). En efecto, observe, a partir de (43), que
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pe—PS(aO - EQ)
1-e™ ’
Es decir, el valor futuro del consumo, ¢ & e, es constante. Asimismo, en virtud de
(43), se tiene que

(51) c& t<s=<T.

(52) a§, -Ea=0.

Si se conjuntan (51) y (52) en (17) se sigue, en efecto, que

F,|= fpe"‘”ds+§g

0

EP@T ‘

T
E® f Ecds+a.§,
0

= Modelo econométrico

En esta seccion, con base en el modelo teérico desarrollado y, de manera particular,
la ecuacion (44), la cual expresa que ¢, = ¢ (rendimientos de los activos), De esta
forma se analizan las relaciones entre el consumo y los rendimientos del mercado
accionario y de las tasas de interés de instrumentos emitidos por la Tesoreria de la
Federacion para el caso mexicano. Los datos del consumo provienen del Instituto
Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI). Las series de datos sobre la tasa de interés
de los Certificados de la Federacion (CETES) a 364 dias y el Indice de Precios y Coti-
zaciones (1pc) de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) provienen de las estadisticas
publicadas por Banco de México y la BMV, de manera respectiva. En los tres casos la
frecuencia de la informacién es trimestral y cubre el periodo del primer trimestre
de 2003 al primer trimestre de 2013.

En la grafica 2 se muestra el comportamiento de las tres variables durante el pe-
riodo de analisis. Tanto la serie del consumo (denotada por “consumo”) como en la
del 1pc aparecen en logaritmos naturales. Puede observarse una tendencia creciente,
ligeramente menor en el caso de la primera variable, aunque sostenida en forma
constante, a diferencia del comportamiento del mercado bursatil mexicano, cuya
tendencia aunque también ascendente muestra un retroceso claramente identificable
con el periodo de la crisis financiera y econdmica mundial de fines de 2008 y prin-
cipios de 2009. Es de destacarse que, ademas de ese retroceso, durante y después de
esa crisis, la tendencia de la serie bursatil parece haber pasado de manera paulatina
a tener una menor pendiente que en el periodo anterior, es decir, el crecimiento
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promedio de los precios accionarios mexicanos parece ser de menor vigor. Por su
parte, en el comportamiento de la tasa de interés, descrito en términos porcentuales,
se observa un descenso sostenido de los niveles en que fluctué en la parte inicial del

periodo cubierto en este analisis.

Gréfica 2

Consumo, tasa de interés CETES e 1pC de la BMV: 2003-1 a 2013-1

(eje vertical izquierdo = logaritmos, eje vertical derecho = porcentaje).
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Para el analisis de las relaciones entre el consumo, el mercado de deuda guber-
namental y el mercado accionario en México se lleva a cabo, en primer lugar, un
andlisis de cointegracion para ver si existe evidencia sobre la existencia de relaciones

de largo plazo entre estas variables econémico-financieras.

De acuerdo con el procedimiento convencional, en la primera fase del andlisis de
cointegracion se verifica la estacionariedad de las series mediante el orden de inte-
gracion de las series llevando a cabo pruebas de raices unitarias, cuyos resultados se
muestran en el cuadro 1. La prueba de Dickey y Fuller aumentada (ADE) no rechaza
la hipdtesis nula de existencia de una raiz unitaria en los logaritmos del consumo
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y del 1pc, y solo al 10% de significancia en el caso de los niveles del CETE a un afo
existe estacionariedad sin incluir constante ni tendencia. Para las primeras diferen-
cias, inicamente en el caso de los CETES, se rechaza en todas las especificaciones de
la prueba ADF la hipédtesis de raiz unitaria en el proceso. En el caso de la primera
diferencia del logaritmo del consumo (tasa de crecimiento del consumo), la prueba
no rechaza la presencia de raiz unitaria sin constante ni tendencia y en el caso de
la primera diferencia del logaritmo del 1pc (rendimiento del indicador bursatil) no
permite obtener evidencia contra la hipdtesis nula mas que al 10% y solo para los
casos de especificacion sin constante ni tendencia, y con constante y tendencia.

Dado el patrén de crecimiento del logaritmo del 1pc que se observa en la grafica
2, el cual es menor que en el periodo previo a la crisis financiera mundial de 2008-
2009, resulta conveniente complementar el andlisis de la estacionariedad de la serie
de los log-rendimientos (diferencias logaritmicas) del 1pc tomando en cuenta los
posibles cambios estructurales inducidos en su comportamiento por dicha crisis;
para tales efectos se efectuaron pruebas de raices unitarias para la serie en cuestion
de acuerdo con el procedimiento planteado por Perron (1997), mediante el cual
pueden considerarse rupturas estructurales, tanto en el caso de la hip6tesis nula de
raiz unitaria como en el caso de la hipdtesis alternativa. Los resultados se muestran
también en el cuadro 1y, como puede observarse en el mismo, la prueba permite el
rechazo de la hipétesis nula al 5% para los casos que involucran rupturas en la tenden-
cia de la serie (modelos B y C) y al 1% en el caso de la ruptura en el intercepto. Por lo
anterior, puede concluirse que la incapacidad de las pruebas de Dickey y Fuller para
rechazar la hipotesis de presencia de raiz unitaria se debe al “conocido” problema de
su falta de potencia para rechazar esa hipdtesis en presencia de rupturas (cambios)
en la estructura de las series. Asimismo, cabe destacar que las rupturas identifica-
das por las pruebas de Perron (1997) corresponden a las observadas e identificadas
con el periodo de la crisis ya mencionada antes destacando que durante el primer
trimestre de 2009 se present6 un cambio en el nivel y la tasa de crecimiento de los
rendimientos del mercado bursatil mexicano cuyos efectos fueron evolucionando
en forma paulatina, como ya se ha sefialado con anterioridad.
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Cuadro 1

Pruebas de raices unitarias.

Prueba de Dickey y Fuller Aumentada (ADF)

sct TC L TC! L
Log Consumo 6.52977 9 -1.23117 9 -2.15348 9
(=1) (0.6515) (0.5014)
CETE364 -1.80486 7 0.0940805 7 -3.07389 7
(0.06767) (0.9654) (0.1126)
Log1pc 1.76269 1 -2.07804 1 -2.24463 1
(0.9817) (0.2538) (0.4640)
ALog Consumo -0.78016 8 -6.49035 8 -6.63815 8
(0.3784) (<0.01) (<0.01)
A CETE364 -3.44332 6 -4.04066 6 -4.06031 6
(<0.01) (<0.01) (<0.01)
A Log1pc -1.85380 9 -1.93096 9 -3.13576 9
(0.06081) (0.3182) (0.09794)
Prueba de Perron (1997)
A NS B NS C NS
A Log IPC -6.069325 1% -5917034 5% -4.995180 5%
[2009:1] [2009:1] [2008:3]

sct, ¢ y ct denotan, respectivamente [a prueba ADF sin constante ni tendencia, con constante y con constante y

tendencia.

L := numero de rezagos incluidos en la prueba.
Los nimeros entre paréntesis son valores p.
A, B, C denotan: modelos de ruptura en el intercepto (A), ruptura en el intercepto y la tendencia (B) y ruptura

en la tendencia (C).

~s:= Nivel de significancia alcanzada por el estadistico de la prueba.

Los niimeros entre corchetes indican la fecha de ruptura detectada por la prueba.

Fuente: elaboracion propia.

El siguiente paso del analisis de cointegracion es efectuar pruebas para recabar
evidencia sobre la existencia de relaciones cointegrantes (o de largo plazo) e identi-
ficar su numero. Debido a que la evidencia de las pruebas de raices unitarias sugiere
que las series en niveles pueden considerarse como no estacionarias e integradas de
orden 1, 1(1), y en primeras diferencias son estacionarias, puede procederse a dicho
analisis tomando en consideracion la ruptura observada en la serie de log-rendimien-
tos del mercado bursatil mexicano. Para tales efectos se efectud la prueba de Johansen
et al. (2000) y sus resultados se muestran en el cuadro 2, en el cual puede verse que
la evidencia sugiere la existencia de dos relaciones cointegrantes o de largo plazo, lo
que puede interpretarse como evidencia de que en México el consumo, el mercado
de deuda gubernamental y el mercado accionario forman parte de un sistema que
funciona en forma conjunta.
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Cuadro 2
Analisis de cointegracion

Prueba de Johansen, Mosconi y Nielsen (2000)

Valores criticos

Ho: Traza p 90% 95% 99%
0 82.49 <001 55.25 58.78 66.08
1 4429 <001 34.28 37.23 43.19
2 15.14 0.1588 16.70 18.85 23.35

Se consideran 4 rezagos en el VAR en niveles como lo sugiere el criterio de informacion de Akaike.
El primer trimestre de 2009 se consideré como la fecha de ruptura del nivel y crecimiento.

Fuente: elaboracion propia.

Para proseguir con el anlisis, se estimé el modelo vectorial de correccién del
error (VEC) que se muestra en el cuadro 3 del apéndice 4. Como puede verse, el
modelo VEC estimado no sufre por problemas de autocorrelacidn ni de la presencia
de efectos ARCH en los residuos. Asimismo, los residuales satisfacen las condiciones
de normalidad. También puede observarse que la crisis implicé un descenso en la
tasa de crecimiento del consumo. Aunque la prueba de Chow no permite rechazar
la estabilidad de los parametros, se observa que existen pocos parametros que sean
estadisticamente significativos en el modelo estimado. No obstante, es conveniente
destacar que la tasa de crecimiento del consumo responde al primer término de
correccion del error en forma altamente significativa, incluso al 1%. Ademas se ob-
serva que el cambio en la tasa de interés de los CETES responde ajustandose en forma
altamente significativa a los dos términos de correccion del error. En el caso de la
ecuacion de los rendimientos del mercado bursatil no resultaron significativos los
parametros de ajuste a los términos de correccion del error.

En las graficas 3 y 4 se muestran las relaciones cointegrantes estimadas, o tér-
minos de correccién (hacia el equilibrio) del error, de las cuales se ha eliminado
toda influencia de la dindmica de corto plazo. En ambos casos se observa que son
estacionarias. En tanto que en la primera relacion todos los parametros estimados
resultaron ser estadisticamente significativos, en la segunda relacion el logaritmo del
1pC no lo fue, y la constante inicamente alcanzo el 10% de significancia.
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Aunque los resultados del vEc estimado no parecen tan alentadores como seria
de desear, es conveniente destacar que con base en ese marco de modelado, tanto
las pruebas de causalidad en el sentido de Granger como las de causalidad instanta-
nea, sugieren relaciones importantes entre el comportamiento de las tres variables,
como puede verse en el cuadro 4 del apéndice 4. Segun las pruebas de causalidad
de Granger, el conocimiento de los valores pasados del consumo puede contribuir
en el prondstico de los cambios de la tasa del CETE a 1 ano y del comportamiento
de los rendimientos bursatiles. También el conocimiento de la tasa del CETE puede
ayudar en el pronoéstico de las otras dos variables, mientras que el conocimiento de
los valores pasados del 1pc no contribuye al prondéstico de los valores de las otras dos
variables. Sin embargo, de acuerdo con las pruebas de causalidad instantanea, el co-
nocimiento de los valores del 1pc durante el periodo de pronéstico puede contribuir
a pronosticar el consumo y la tasa de CETES a 1 aio. También el conocimiento de esta
ultima, durante el periodo de prondstico, puede ayudar a pronosticar las otras dos
variables pero el conocimiento sobre los valores del consumo, durante el periodo de
prondstico, no contribuye de manera significativa al pronéstico del comportamiento
de la tasa de los CETES ni del mercado bursatil.

En el cuadro 5 del apéndice 4 se muestran los resultados de la representacion del
modelo en forma de VAR. A simple vista destaca que en comparacién con el modelo
VEG, al cual representa, en el modelo var hay unos cuantos coeficientes significativos
adicionales. Por ejemplo, puede verse que ahora el consumo rezagado un periodo si
tiene efectos que son altamente significativos en el nivel de la tasa del CETE a1afio. A
su vez, se observa que la tasa de ese CETE rezagada dos periodos tiene efectos. Tam-
bién puede destacarse el hecho de que los coeficientes correspondientes a la variable
dummy mediante la cual se busca incluir los efectos de la crisis son también altamente
significativos en las tres ecuaciones (incluso al 1%), ademas puede verse que tienen
el signo esperado y que preservan los mismos valores que en la representaciéon VEc
del modelo estimado.

Para profundizar un poco mas en el analisis de las relaciones entre el consumo, la
tasa del CETE a 1 ano y del 1pc, se efectud el andlisis de las respuestas de las variables
del sistema modelado por medio del vEc a los choques que pueden ocurrir en ellas
mismas; en las graficas 5, 6 y 7 del apéndice 5 se muestra dicho anélisis.

De acuerdo con el analisis de las respuestas a un choque (impulso) en el (log)
consumo (el consumo medido en logaritmos) experimenta un choque positivo que
decae hasta alcanzar niveles cercanos a cero en cerca de tres periodos (nueve meses).
Por su parte, la tasa del CETE a un afio responde con un choque positivo que alcanza
su maximo (unos 25 puntos base) en medio afo y empieza a descender, aunque en
forma paulatina, razén por la cual tarda un poco mas de tres aios en llegar a cero. En
el logaritmo del 1pc se observa un choque con efecto descendente en forma continua
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que lo lleva a partir de cero a un nivel (negativo) en el cual tarda aproximadamente
siete periodos (21 meses) en estabilizarse, sugiriendo que el choque en el consumo,
a diferencia de lo observado en los casos del propio consumo y de la tasa de interés,
produce efectos de largo plazo en el mercado bursatil pues las estimaciones efectuadas
sugieren que las consecuencias de ese choque tardan mas de un afo en desaparecer.

Cuando se observan los efectos de un choque en la tasa del CETE a un aio sobre
el consumo (en logaritmos), puede verse que existe una respuesta con signo negativo,
aunque de magnitud moderada, cuyos efectos tardan en forma aproximada 21 meses
(siete trimestres) en desaparecer. Puede verse que también la respuesta del (log) 1pc
es negativa. Sin embargo, después de descender un poco mas con respecto del nivel
inicial de respuesta al impulso, no se observa que desaparezca, incluso pasados mas
de tres afos, es decir, el analisis sugiere un efecto persistente en la bolsa de valores
como consecuencia de un choque en la tasa de interés de los instrumentos guber-
namentales. El choque de la tasa del CETE a un afo produce en la misma tasa una
respuesta con signo positivo, la cual durante el primer periodo alcanza un nivel de
35 puntos base y desciende en forma sostenida hasta alcanzar el valor de cero en
aproximadamente dos afios (ocho periodos).

Por ultimo, la respuesta del (log) consumo a un choque en el mercado de valo-
res produce un efecto con signo positivo que es ascendente, aunque errdtico en los
primeros periodos, pero que alcanza un maximo en alrededor de ocho periodos (24
meses) en torno del cual se estabiliza y permanece. El choque en el indicador bursatil
tarda en producir un efecto significativo en el comportamiento de la tasa del CETE a
1afo, produciendo un efecto descendente que alcanza su valor mas negativo entre el
quinto y sexto periodo posteriores (15 a 18 meses), empezando a perder importancia
durante el periodo séptimo hasta alcanzar valores practicamente de cero a partir del
periodo undécimo. La respuesta del indice de la bolsa de valores a un choque en él
mismo es positivo y siempre diferente de cero, indicando que los choques en el IPC
no desaparecen al menos durante un periodo prolongado.

= Conclusiones

Muchos de los portafolios que se operan, en la actualidad, consideran bonos libres de
riesgo de incumplimiento (emitidos por un gobierno) y titulos de capital (emitidos
por corporativos), aunque muy poco se ha hecho en cuanto al estudio del proceso
de decision, en el marco de maximizacion de utilidad, para integrar portafolios que
incorporen una restriccion del nivel de confianza sobre el valor de la riqueza final.
El presente trabajo ha desarrollado un modelo estocastico que describe el proceso
de toma de decisiones de un consumidor-inversionista racional cuando integra un
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portafolio en un ambiente de riesgo de mercado, sujeto a dos restricciones: una de
tipo presupuestal y otra sobre la riqueza final con un cierto nivel de confianza. El
modelo muestra que conforme el agente se acerca al final de horizonte de planeacion,
consume, cada vez menos su riqueza, es decir, tiene que hacer sacrificios (reducir el
consumo) para construir el futuro (exceder el umbral de sustento digno con cierta
probabilidad). En conclusién, desde el inicio del periodo de planeacion, el individuo
debe hacer un sacrificio mayor, comparado con el sacrificio que haria sin incluir la
restriccion, para exceder el umbral de sustento digno con cierta probabilidad.

Asimismo, el modelo muestra que la mejor forma de enfrentar la incertidumbre
en la seleccién de un portafolio es que la proporcion de la riqueza que se asigna a la
tenencia del activo riesgoso se mantenga constante en el tiempo. Aunque el consu-
mo se va modificando en el transcurso del tiempo para exceder al umbral con cierta
probabilidad, no asi la proporciéon de la riqueza que se asigna a la tenencia del activo
riesgoso. Esto tiene sentido, y puede también verse en otro contexto muy sencillo,
cuando se trabaja en un examen de opcién multiple y quedan muchas preguntas
por contestar y peor aun el tiempo del examen esta por agotarse, entonces la mejor
estrategia para enfrentar la incertidumbre consiste en fijar una columna (columna
constante) y rellenar todos los dvalos en dicha columna. En el modelo estocastico
propuesto, la trayectoria de consumo no puede determinarse porque el consumo se
convierte en variable aleatoria, situacion que es mas acorde con la realidad. Asi pues,
la consideracion del riesgo condujo a cambios cualitativos y cuantitativos importantes
en sus decisiones de consumo y portafolio.

El estudio de las relaciones entre el consumo, la inversiéon en instrumentos fi-
nancieros emitidos por el gobierno y en activos riesgosos negociados en el mercado
accionario se complementd mediante un analisis econométrico VAR-VEC al consi-
derar que el comportamiento de esas variables corresponde a procesos estocasticos
que tienen fluctuaciones normales y que forman parte de un sistema. Se encontrd
evidencia de que en México esas variables estan vinculadas mediante relaciones de
largo plazo, incluso tomando en consideracion los efectos que tuvo la crisis financiera
de 2008-2009. Ademas, las estimaciones que se llevaron a cabo muestran que esas
relaciones son estacionarias, incluso al tomar en cuenta la crisis antes mencionada.
Se obtuvo también evidencia de que la tasa de crecimiento del consumo puede verse
como una variable aleatoria, tal como lo anticipé el modelo tedrico formalizado en
este trabajo. También se observo que el comportamiento de esas variables puede ser
util para anticipar el de las otras y se obtuvo evidencia de relaciones de largo plazo
y la dindmica de corto plazo. Los choques en una de esas variables pueden tener
efectos sensibles en el comportamiento de las otras dos. En resumen, las relaciones
hipotéticas planteadas en el proceso de equilibrio dindmico estocastico implicitas
en el modelo tedrico desarrollado en este trabajo para explicar las decisiones inter-
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temporales de consumo e inversion son congruentes con los resultados del analisis
econométrico de la realidad mexicana. Sin embargo, es conveniente destacar que
esa congruencia puede deberse a los parametros profundos implicitos en la formali-
zacion del propio modelo y, por ello, debe continuarse investigando respecto de las
relaciones entre las decisiones de consumo e inversion.

Aungque en este trabajo se examiné una forma funcional particular del indice de
utilidad, el andlisis podria extenderse hacia otras especificaciones alternativas. Sin
duda, todos los resultados obtenidos dependen de la funcién de utilidad seleccio-
nada. En el caso particular de la utilidad logaritmica fue posible obtener soluciones
cerradas de las variables de decision.

Por ultimo es importante mencionar que también hay cabida en la agenda de
investigacion futura para desarrollar modelos en que los agentes se concentren en
otras regiones de la distribucion de la riqueza final. Por supuesto, la extension hacia
una tasa de interés estocastica se halla también en la agenda de investigacion.
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Apéndice 1

Con base en (21) se escribe
x=§ exp {—(I"+%)\.2) T—).\/?E},
entonces

dx=exp{—(r+%AZ)T—)n/?e})n/?de — xATde,

donde se utiliza el hecho de que de = —de ya que ambas —¢ y —¢ tienen la misma
distribucion N (0,1). De esta manera, en virtud de (22),

2
w . . . 1n(x)+(r+;)uz)T
a=|f..x|§)dx=| ———expi—— dx
R v 1

2
=0
AT
donde
I,
—1n(§)—<r+2o >T
Q=1-0<e<
oNT
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Apéndice 2
Sea

y=§gexp{(r+é)u2) T+A\/Es}.

Por lo tanto,

dy = Eaexp {(r " l)ﬁ) T+ ;\WT} MTde =yaTde.
- 2
De acuerdo con la densidad de (47), se tiene que

Pla,<alF}= [/, (r)dy

In(2) - +l)\,2 T2
oL |
" 2ty 2 INT g

donde
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Apéndice 3
Obsérvese que

0’ (a, - Ea) | Pa-ga)e" (ae " -Ea)
a(1=e")+Ea(e” =) (g, (1- 7)1 Ea(e” - 1))
p*(a,-Ea)[a,(1- ")+ Ea(e” - D]+ p*(a, - Ea)e” (a,e™" - Ea
(a,(1-€*")+ Ea(e” - 1))
p’(a,-Ea)[a,(1-e*" ")+ Ea(e” -]+ p*(a, - Ea) (a,e """ - Eae”)

pA(t,T)+ % At,T) =

i (a,(1=& 7))+ Ea(e” 1))

p*(a, - Ea) [ao(l —e Py 4 Ea(e” -1)+ ae """ - gge’”]

(a,(1-& )+ Ea(e” 1))

2 2
_ p (a,-Ea)
- 2
(a,(1-e*" ")+ Ea(e” - 1))
= A*(1,T).
Apéndice 4
Cuadro 3
Modelo VEC estimado.
A'logConsumo A CETE364 Alogrpc
AlogConsumo, -0.413 3.662 -1.606
{0.002} {0.419} {0.085}
A CETE364 | 0.002 -0.008 0.032
{0.597} {0.957} {0.299}
Alogrec, | 0.01 0.887 0.206
{0.728} {0.368} {0.311}
AlogConsumo -0.438 1.283 -1.94
{0.002} {0.794} {0.056}
A CETE364, , -0.006 0.181 0.005
{0.147} {0.229} {0.875}
Alogrpc , -0.011 0.982 -0.206

{0.715} {0.321} {0.313}
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AlogConsumo A CETE364 Alogrpc
AlogConsumo -0.194 2.928 -1.057
{0.171} {0.547} {0.292}
A CETE364 , -0.002 0.126 -0.014
{0.598} {0.241} {0.522}
Alogrec, -0.021 -1.091 -0.009
{0.484} {0.284} {0.965}
Crisis -0.05 -0.092 -0.05
{0.000} {0.800} {0.508}
ectl -0.299 16.434 -0.683
{0.005} {0.000} {0.365}
ect2 -0.004 -0.506 -0.022
{0.284} {0.000} {0.432}
Pruebas de evaluacion del modelo Normalidad
Doornik y Hansen (1994) Liitkepohl (1993)
Sesgo 0.7789 0.3356
{0.8545} {0.9532}
Curtosis 2.2233 1.309
{0.5274} {0.7270}
Conjunta 3.0021 1.6446
{0.8086} {0.9493}
Autocorrelacion ARCH
ML(1 rezago) 12.4749 38.8897
{0.1878} {0.3409}
Estabilidad de los pardmetros del modelo
Prueba de Chow 0.4900 {0.2500}
Los valores entre llaves son valores p.
Fuente: Elaboracion propia.
Cuadro 4
Pruebas de causalidad
Causalidad de Granger
Ho: F P
log consumo no causa a CETE364 y a log 1PC 2.9437 0.0083
CETE364 no causa a log Consumo y log 1pc 3.2543 0.0043
log 1PC no causa a log Consumo y CETE364 0.7701 0.6304
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Causalidad instantdnea

Ho: F P

log consumo no causa a CETE364 y a log 1pC 1.6455 0.4392
CETE364 no causa a log Consumo y log 1pC 10.6676 0.0048
log 1PC no causa a log Consumo y CETE364 10.2706 0.0059

Fuente: Elaboracién propia.

Cuadro 5
Representacion VAR del modelo VEC estimado

log Consumo CETE364 log 1PC

log Consumo, | 0.287 20.096 -2.289
{0.090} {0.001} {0.056}

CETE364, -0.002 0.486 0.01
{0.746} {0.014} {0.806}

log IPC,, 0.026 0.047 1.243
{0.376} {0.962} {0.000}

log Consumo , -0.025 -2.379 -0.335
{0.884} {0.685} {0.782}

CETE364, , -0.009 0.189 -0.027
{0.175} {0.388} {0.553}

log IPC,, -0.021 0.095 -0.412
{0.659} {0.952} {0.210}

log Consumo, 0.244 1.645 0.883
{0.117} {0.758 {0.423}

CETE364, , 0.005 -0.055 -0.019
{0.393} {0.770} {0.627}

log IPC, -0.01 -2.074 0.197
{0.823} {0.186} {0.542}

log Consumo,, 0.194 -2.928 1.057
{0.171} {0.547} {0.292}

CETE364, 0.002 -0.126 0.014
{0.598} {0.241} {0.522}

log P, 0.021 1.091 0.009
{0.484} {0.284} {0.965}

Crisis -0.05 -0.092 -0.05
{0.000} {0.000} {0.000}

Constante 4.576 -241.377 10.601
{0.000} {0.000} {0.000}

Tendencia, | 0.003 -0.326 0.006
{0.000} {0.000} {0.000}

Nota: Los valores entre llaves son valores p.

Fuente: Elaboracion propia.
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Grafica 5
Respuestas a choques en log Consumo: Banda de confianza 95%
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146 m  EconoQuantum

0.004

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

Grafica 6
Respuestas a choques en CETE a un afio: Banda de confianza 95%
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Grafica 7
Respuestas a choques en log 1pc: Banda de confianza 95%
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Fuente: Elaboracién propia.



