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RESUMEN
Se desarrollan e implantan elementos finitos con discontinuidades interiores con una nueva definicién del vector de traccio-
nes, que depende de la discontinuidad y del 4ngulo. Se realiza un andlisis de las principales caracteristicas de los elementos
finitos con discontinuidades interiores; particularmente dos familias de este tipo de elementos: 1) cineméatico éptimo simé-
trico y 2) estético y cinemadtico optimo no simétrico. Las caracteristicas analizadas son la formulacién variacional, modelo
constitutivo de dafio y como se introduce la discontinuidad. Se demuestra que la cinematica y el equilibrio se satisfacen sin
el problema de tracciones ficticias como se establece en la literatura. Para mostrar la validez de la formulacién simétrica, se
presentan ejemplos de aplicacién numérica para ilustrar el desempefio de la formulacién propuesta. Los resultados muestran
que la formulacién propuesta proporciona resultandos congruentes con la energia requerida para crear una discontinuidad,
sin subestimar o sobrestimar esta energia como sucede con las formulaciones no simétricas.

Palabras clave: Discontinuidades interiores, localizacion de deformaciones, formulacion variacional, discontinui-
dades fuertes, modelo de dafo.

ABSTRACT
Finite elements with embedded discontinuities with a new definition of traction vector, dependent on the discontinuity
length and the angle, are developed and implemented. An analysis of the principal features of finite elements with
embedded discontinuities was performed; particularly two families of this kind of elements: 1) kinematically optimal
symmetric and 2) statically and kinematically optimal non-symmetric. The analysed features are the variational formu-
lation, damage model and how the discontinuity is introduced. It is shown that kinematics and equilibrium are satisfied,
without the problem of fictitious tractions as stated in the literature. To show the validity of this symmetric formulation,
representative numerical examples illustrating the performance of the proposed formulation are presented. The results
show that the proposed formulation provides congruent results whit the energy required to create a discontinuity, without
overestimate or underestimate this energy as occurs with the non-symmetric formulations.

Keywords: Embedded discontinuities, strain localization, variational formulation, strong discontinuity, damage model.

RESUMO
Desenvolvem-se e implantam elementos finitos com descontinuidades interiores com uma nova defini¢do do vector de
tracdes, que depende da descontinuidade e do angulo. Realiza-se uma andlise das principais caracteristicas dos elementos
finitos com descontinuidades interiores; particularmente duas familias deste tipo de elementos: 1) cinemadtico 6timo
simétrico e 2) estdtico e cinemdtico 6timo ndo simétrico. As caracteristicas analisadas sdo a formulac¢do variacional,
modelo constitutivo de dano e como se introduz a descontinuidade. Demonstra-se que a cinematica e o equilibrio se
satisfazem sem o problema de tracdes ficticias como se estabelece na literatura. Para mostrar a validez da formulacao
simétrica, apresentamos exemplos de aplicacdo numérica para ilustrar o desempenho da formulacdo proposta. Os
resultados mostram que essa formulacdo proporciona resultados congruentes com a energia requerida para criar uma
descontinuidade, sem subestimar ou sobrestimar esta energia como acontece com as formula¢des nao simétricas.
Palavras chave: Descontinuidades interiores, localiza¢ao de deformagdes, formulagao variacional, descontinuidades
fortes, modelo de dano.
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1. INTRODUCCION

La idea de concentrar deformaciones en una linea o una superficie en problemas cuasi-estaticos de la mecdnica del
dafio en 2D 6 3D, respectivamente, ha motivado el desarrollo y aplicacién de elementos finitos sélidos con disconti-
nuidades interiores (EFDI), e.g., Ortiz et al. (1987), Simo y Rifai (1990), Simo et al. (1993), Simo y Oliver (1994),
Oliver (1996), Judrez y Ayala (2009), Dias-da Costa et al. (2009a), Dias-da Costa et al. (2009b), Dujc et al. (2010a),
Dujc et al. (2010b), Contrafatto et al. (2012a), Contrafatto et al. (2012b), Dujc et al. (2013a), Judrez-Luna y Ayala
(2014) entre otros. Una extension de esta técnica, es el desarrollo de elementos finitos para simular articulaciones en
vigas, e.g., Armero y Ehrlich (2006a), Ehrlich y Armero (2005), Judrez y Ayala (2012) y Dujc et al. (2013b); y una
formulacién extendida para el andlisis de lineas de articulaciones (bisagras) con ablandamiento por Armero y Ehr-
lich (2006b). Recientemente, los EFDI se han utilizado en simulaciones para fractura de problemas dindmicos, e.g.,
Huespe et al. (2006), Armero y Linder (2008), Armero y Linder (2009). En la formulacién de este tipo de elementos,
existen dos requisitos que se deben satisfacer en la zona de localizacién: 1) equilibrio, continuidad de tracciones
sobre la interface discontinua y 2) cinemadtica, movimiento relativo de cuerpo rigido de las dos porciones en que el
elemento queda dividido por la discontinuidad (grieta).

Jirdsek (2000) realizé un estudio comprensivo de los EFDI, quién los clasificé en tres familias: 1) estaticamente 6ptimo
simétrico (EOS), el cual satisface el equilibrio, pero no la cinemdtica; 2) cinematicamente optimo simétrico (COS), el
cual satisface la cinemdtica, pero aparentemente no satisface el equilibrio; y 3) estaticamente y cinematicamente 6ptimo
no simétrico (ECON), que satisface ambos, equilibrio y cinematica. Nuevos EFDI simétricos, incluyendo formulaciones
mixtas y técnicas de deformacion enriquecida, fueron explorados por Oliver et al. (2003), mostrando que aunque estos EFDI
simétricos reducen el problema de atoramiento de esfuerzos, la formulacion ECON proporciona mejores resultados.

En este articulo se realiza un anélisis de las principales caracteristicas de los EFDI, particularmente de las formu-
laciones COS y ECON. El equilibrio de la formulacién COS se satisface por una nueva definicion de las tracciones
como funcién de la longitud de la discontinuidad, tal que las dos ecuaciones de los residuos son fuerzas. La formulacién
EOS no se incluyé en este articulo puesto que su cinemadtica es incorrecta, contrario a la formulacién de los modelos
de discontinuidades fuertes, donde su buen desempeiio se atribuye a su cinematica correcta (de Borst 2001).

El contenido de este articulo se describe a continuacion. En la seccién 2 se presentan las ecuaciones que definen la
cinematica y el problema de valores en la frontera (PVF) de un s6lido con discontinuidades. Ademas, esta secciéon
proporciona los modelos constitutivos que describen el comportamiento del material en el continuo y en la zona
de discontinuidad para el desarrollo de las discontinuidades. La seccién 3 presenta los funcionales de energia para s6-
lidos con discontinuidades fuertes para las formulaciones COS y ECON. La seccién 4 muestra la aproximacién
con elementos finitos de las formulaciones variacionales con discontinuidades fuertes. En la seccién 5 se
presentan ejemplos numéricos de elementos finitos con discontinuidades, que validan la formulacién propuesta.
Finalmente, las conclusiones derivadas de este trabajo y sugerencias se proporcionan en la seccién 6.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

2.1 PVF

Considere un continuo en 3D, definido por un dominio abierto WER?, y frontera I', como se muestra en la figura la,
el cual se carga hasta que se tiene una discontinuidad de desplazamientos, [lul], sobre una superficie, S, donde las de-
formaciones ineldsticas se concentran. Esta discontinuidad divide el dominio en subdominios tal que, Q= Q + Q*+S,
con dos fronteras, I'= I+ I'*. Las condiciones en la frontera son las tracciones, t*, en I';= I';+ I, , y los desplaza-
mientos prescritos, u”,en I',=T, + I',*, tal que I, UT',=I" y I',[1T, = @. Este problema se puede idealizar utilizando dos
distintas aproximaciones: discontinuidades fuertes (DF) y discontinuidades discretas (DD). La primera aproximacién
considera que Q se mantiene continuo después de iniciar [lul] (Fig. 1b), con un comportamiento del material descrito
por una ecuacién constitutiva esfuerzo deformacion no lineal. La segunda aproximacion considera que €2 deja de ser
continuo, debido al desarrollo de S (Fig. 1c) y que existe transmisién de tracciones, relacionadas con [lul], a través de
los bordes de la discontinuidad. Consecuentemente, el comportamiento constitutivo del material en la discontinuidad
se describe por una relacion constitutiva traccidn-salto, mientras que el resto del dominio, Q/ S = Q*+£2, se describe
por relaciones constitutivas estandar.
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Fig. 1: Continuo con: a) condiciones en la frontera, b) DF y c) DD.

El campo discontinuo de desplazamiento u, con un salto [lul] a un punto (material) dado S, induce un campo de
deformaciones no acotado. Ambos campos se pueden expresar como:

u=u+ H(x)[|u]](x 1)
Sim (1)

e=Vou=%+4([[u]@n)
Donde: 1 es la parte continua de los desplazamientos, € la parte continua de las deformaciones, H; es la funcién
de Heaviside definidaen S (H, (x)=0 Vx €Q y H, (x)=1 Vx €Q"), ds es la funcidn delta de Dirac y & representa el

producto diddico de los vectores [lul] y n.

El PVF de las formulaciones DF y DD se define por las ecuaciones y condiciones en la frontera siguientes:

Compatibilidad cinematica e'—e=0 en2/S
Compatibilidad constitutiva ot —oc=0 en 2/ S8
Equilibrio interno V-oc+b=0 en2/ S
N c-v=t" sobre I’
Equilibrio externo 7
c-v=t sobre T, 2
Condiciones esenciales u=u" sobre ',
G, 'n—0cg-n=0
Continuidad de tractiones internas z sobre §
Gy 'n—0Cg-n=0
—
T
Continuidad de tractiones externas Gy 'n—0Cg n=0 sobre §

[lo] ]ms ‘n
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Donde: b es el vector de fuerzas, v es el vector normal a la frontera I'; y n el vector normal a la discontinuidad. En la
formulacion DF, las tracciones dadas en la Ecuacion 2f, se calculan de la proyeccién de los esfuerzos os, obtenidos
de una ley constitutiva esfuerzo-deformacion, mientras que en la formulacién DD, estas tracciones se calculan directamente de
relaciones traccion-desplazamiento.

2.2 MODELOS CONSTITUTIVOS
2.2.1 MODELOS DE DANO

(1-)Q*

—
e

Fig. 2: Modelo de daiio: a) continuo y b) discreto.

El modelo de dafio continuo isotrépico (Fig. 2a), generalmente utilizado para la formulacién ECON, se define por Simo
y Ju (1987) y Oliver (2000) como:

Densidad de energia libre V(e,r)=(1—-d(r))T,

Ecuacion constitutiva G = ?)—‘é’ =(1-d)C : ¢
Variable de dafio d(r)=1-%; qge[r,0] de[0,1]
re[n,x]
Ley de evolucion F=7 o) 3)
h = rlr 0~ JF
. . \/71 qE€ [0,"{]]
Criterio de daiio flry,9)=7,—q=Vo:C :0—gq;
ql!—ﬂ =N
Regla de endurecimiento G=H(r)r Hd(r):qr(r)go

Condicion de carga-descarga [ <0; >0, ~f =0; '}f = 0 (consistencia)

Donde: W es la densidad de energia libre, W, es la densidad de energia de deformacion, € es el tensor de deformaciones, 6
es el tensor de esfuerzos y C'es el tensor eldstico. La variable de dafio d se define en términos de la variable de endure-
cimiento/ablandamiento g, que depende del pardmetro de endurecimiento/ablandamiento, H. El multiplicador de dafio
v determina las condiciones de carga-descarga, la funcién f(7,,q), limita el dominio eldstico definiendo la superficie
de dafio en el espacio de esfuerzos. El valor, r,, es el umbral que determina el dominio eldstico inicial en funcién de la
variable interna r; el punto sobre las variables indica la razén de cambio (derivada) respecto a las deformaciones.

En la aproximacion de los desplazamientos y deformaciones del modelo de discontinuidades fuertes, se tiene el
modelo de dafio discreto (Fig. 2b) siguiente:
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Densidad de energia libre

)= (1= (.| o[l = Sl @]

O([|u

discreta ’ Q°=n-C-n

Ecuacién constitutiva T = % =(1-w)Q*-[|uf]

Variable de dafio w=1- @; w € [—n0,1]

Ley de evolucion a=X= Z(@), ac(0,0] )
Criterio de dafio (T =1r-7q; 7 =| T||Qc-l —JT-Q"-T

Regla de endurecimiento g(@)=Ha: H=7 (@)<0

Condicién de carga-descarga f <0; X >0; Af=0: X/ =0 (consistencia)

Donde: ¢ es la densidad de energia libre discreta, 7 es el vector de traccion. La variable de dafio  se define en
términos de la variable de endurecimiento/ablandamiento g, la cual es dependiente del parametro de endurecimiento/
ablandamiento, H. El multiplicador de dafio X\ determina las condiciones de carga-descarga, la funcién f( 7, g), limita
el domino eldstico definiendo la superficie de dafio en el espacio de tracciones. La transicién de un modelo constitutivo
continuo a uno discreto se realiza como lo establece Oliver et al. (2002).

Las ecuaciones constitutivas tangentes, en términos de razén de cambio (derivada de ¢ respecto a € o derivada de
T respecto a [lul] ), de los modelos definidos en las Ecuaciones 3 y 4 respectivamente son:

6=C!: ¢
- T (|
T—Cd “ll” (5)

Donde: C7 es el operador constitutivo continuo tangente y Ci esel operador discreto tangente, que relaciona la traccién
el salto de desplazamiento en el intervalo de carga no lineal, los cuales se definen, respectivamente, por

' =(1-d)C-LL(C:¢®¢:C) ©

€l =(1-w)Q* - T22(Q¢ - [|u]® |u]]- Q°)

y para el intervalo eldstico y de descarga (d=0y = 0):
Cc’'=(1-d)C

Ch=(1-w)Q*

3. FORMULACIONES VARIACIONALES

3.1 FORMULACIONES NO SIMETRICAS

La formulacién ECON, como la que reportan Armero y Garikipati (1996) y Oliver (1996), entre otros, se definen con
base al funcional y la ecuacion siguientes:

(N

M(u)=[ [¥(E)-b-u]dQ-[ ¢ udl ®
) 6 )

Og'N=0_'n=0_ ‘N=0,-nens

CONCRETOY CEMENTO J INVESTIGACIONY DESARROLLO
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donde la densidad de energia libre 1 (€"), depende de las deformaciones como:

u £ u
¥(e') = [ o(e")ds (10)
Para demostrar que esta formulacién incluye el PVF definido en la Ecuacién 2, la primera variacion de la Ecuacién 8 es:

Al =0=- J'(V c+b): 5udQ+J. G-v—t ) oudl’
ars an

[ ( cs‘v—t)-§udr+fn—(cn.—an_)-é'udr
I &

Como se puede observar en la Ecuacién 11, esta variacién incluye los incisos ¢, d y g de la Ecuacién 2, mientras que
los incisos a, by e son a priori impuestos y f se prescribe localmente en S mediante la Ecuacién 9.

3.2 FORMULACIONES SIMETRICAS
La aproximacién COS se basa en el funcional de desplazamientos como el propuesto por: Lotfi y Shing (1995), Wells
y Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) y Judrez y Ayala (2009), i.e.,

12)

donde la densidad de energia libre W(e"), depende del campo continuo de deformaciones €, y la densidad de energia
libre discreta, W ([lul]), depende del salto, respectivamente, definidas como:

¥(®)= [ o) dE (13)
Ju]
g (W)=, (o] (14)

De las cuales el tensor de esfuerzos elastico es:
— 15
o=C: ¢ (13)

La primera variacién del funcional dado en la Ecuacién 12 es:

:—_[ V-c+b)- 5udQ+_[ G-V— t)é‘ud]“+_|- c*-v— t) oudl’ (16)

T,
+fn- (0, ~0,)-dudl - [ (o-n-Cf:[|u]] | )dr
%
el cual, a diferencia de la formulacién no simétrica, incluye la continuidad de traccién interna del PVF.

4.  APROXIMACION CON EL METODO DEL ELEMENTO FINITO

4.1 DISCRETIZACION

4.1.1 REGULARIZACION DE LA CINEMATICA DE DESPLAZAMIENTOS

No es posible el prescribir las condiciones en la frontera, u*, s6lo en uno de los campos de desplazamiento, @ o [lul];
esta dificultad se resuelve, de acuerdo con Oliver (1996), definiendo el campo de desplazamientos como en la Ecuacién 17
mostrado en las figuras 3ay b, i.e.,

w=ii+ M (x)[Ju]] (17)



LY Wz AT ul u=EM g q
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a) b)
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)

Fig. 3: Representacion grafica de: a) desplazamiento continuo,
b) desplazamiento regular y c) funcion M.

En consecuencia, el campo de las deformaciones se define como:

a:"F"'u=‘F’“ﬁ+"?£‘\f1{xl[|lll]l_l (18)
donde 1 es el campo de desplazamientos regulares y M(X) es la funcién dada por:

M (x) = Hy(x)—¢(x) (19)
donde ¢(x) es una funcién continua tal que:

#(x)=0 Vxe Q) (20)
d(x)=1 VxeQ)'

La funcién Mg, tiene dos propiedades: M (x)=1 ¥xeS vy M (x)=0 ¥xeQ wQ", cuya representacién grifica se
muestra en la Fig. 3c.

El desplazamiento en la parte continua del sélido de la ec. (1) se define ahora como:

T=d-g(0)|uf] @n
la cual puede ser elastica lineal. El campo de deformaciones continuo, € , esta dado por:

g€=V'u (22)
sustituyendo la Ecuacién 21 en la Ecuacién 22

§=V'i-V'6)[|u[] —¢c0v° [Ju[] | 23)

=]
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Si el salto de desplazamiento es constante (Ec. 23), el campo de deformaciones continuas puede rescribirse como:

(24)

@ ®

®
a) b) c)

Fig. 4: Discontinuidad: a) sistema de referencia, b) triangulo y cuadrilatero.

Para problemas en 2D, el salto de desplazamiento y el vector de traccidn se definen en el sistema local n,s o en el sistema
global x,y como se muestra en la figura 4, los cuales se expresan respectivamente como:

(25)
[ul],.. =R[Jul].,,
_ (26)
’J-;:,x - R’z-:r ¥
Donde R se define como:
| cos@ sin@ (27
| sinf cosé
La traccién 7, , en el sistema global se determina como:
(28)
7.,=c-n
4.1.2 APROXIMACION DE LOS CAMPOS DE DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES
El campo de desplazamiento regular se aproxima como:
N 29)
u=Nd
Donde: N es el vector estdndar de las funciones de forma del elemento
(30)

N= 3N

Vi
y des elf vector de desplazamientos nodales. La funcién, Ms(x), se define en la aproximacion del elemento finito
como:

31)
M3 (x) = H§(x) - 9°
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Donde: ¢°se construye mediante:

0 =2 1 Nn (32)
Donde: N;+son las funciones de forma correspondientes a los nodos localizados en €2* del elemento finito que contiene
la discontinuidad, de acuerdo con la definicién de ¢ (Ec. 20).
El campo de desplazamientos definido (Ec. 17) estd dado por:

u=Nd+ M|

N

4

u | ]“ (33)
El campo de deformaciones contindas en la (Ec. 23) se aproxima como:

e=B-d-Vo'[|u]] , vxeQ/S (34)
o :
El campo de deformaciones no acotadas:

gl = 5, [n ® “u”u_‘v] vx € S 33)

Donde: B, es la matriz de interpolacion estdndar, que contiene las derivadas de las funciones de forma estandar d(Nd)=Bd
y @ representa el producto diddico de los vectores n y [hal],.

4.2 APROXIMACION DE LA FORMULACION NO-SIMETRICA
Sustituyendo las Ecuaciones 33 y 34 en el funcional de energia (Ec. 8), derivando con respecto a d, igualando a cero
v aproximando la Ecuacién 9:

o1l T T T (36)
—=0= [ B'c(g)d2— [N -bd2— [N".t*dT

a0 et [N

0= f[a‘s —({;’ ]N"’c(s)dsz 37)

(1% €

En las Ecuaciones 36 y 37, ¢ es no lineal, su linealizacion con series de Taylor proporciona:

. T (n.1) (n,0)
f B'"-C-B B -C-G JO-0) Ad — Ry (38)
O\S A““”r.y

G'.c.B G7.C-G R,
Donde: R, y R, estdn dados por:

R = 1‘25\-’:) - fBTc(E)dQ("‘”} (39)
oS
R, = [ Blo(z)a0"" 1 [onar( (40)
0 O\ la Ty

Se puede demostrar que R; (Ec. 39) representa el equilibrio entre las fuerzas externas e internas en el dominio \S, mien-
tras que R, (Ec. 40) representa el equilibrio entre las fuerzas en el dominio €\S y las fuerzas en la discontinuidad Ts.

CONCRETOY CEMENTO J INVESTIGACIONY DESARROLLO
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4.3 APROXIMACION DE LA FORMULACION SIMETRICA
Las ecuaciones de equilibrio correspondiente a esta formulacion se obtienen sustituyendo las Ecuaciones 33 y 34 en el
funcional de energia (Ec. 12), e igualando a cero su derivada respecto a las variables d y [lul],

3—1‘} —0= ]'Brc(g)dsz— fNT b — ]'NT t*dT (41
0 0 T,
a1l .
. =0=— |Blo(8)dQ+ | T, ,dT (42)
oy ==, J.z

Puesto que en las Ecuaciones 41 y 42 6(g)'y Zx.» son no lineales, sus respectivas linealizaciones con series de Taylor proporcionan:

{n0)

: Ia :,Br - C- Bd2 I \,-BT -C-B.d} [~ Ml ad L
~[BI-C-Bd2 —[ BI.C-BdO+[ R .T-RI| |Alull, R, 43)
donde R; y R, se define como:
Ry =Fy) — [Blo(E)dal") (44)
8
R, ’ B o (% )d ™" [ T, ,dT"0 43)
s I's

Para reducir el tamafio del sistema dado (Ec. 43), los grados de libertad adicionales, A[lul], pueden condensarse. En la
Ecuacion 44, R; representa el equilibrio entre las fuerzas externas y las fuerzas internas en el dominio €\S, mientras que
R4, en la Ecuacidn 45, representa el equilibrio entre las fuerzas en el dominio €2\S y las fuerzas en la discontinuidad I's.
La diferencia entre la Ecuacidn 40 y Ecuacién 45 es que en la primera, los esfuerzos en la discontinuidad se determinan
por una ley constitutiva esfuerzo-deformacién y R, tiene unidades de fuerza/longitud? , mientras que en la dltima, las
tracciones se calculan por una ley constitutiva traccion-salto y R, tiene unidades congruentes de fuerza.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

5.1 ELEMENTO TRIANGULAR CON DISCONTINUIDAD PARALELA AL BORDE

Un elemento triangular de deformacidon constante, (Fig. 5a), se le aplica una fuerza horizontal en el nodo 3 y se restringe
en ambas direcciones en los nodos 1y 2. Las propiedades mecdnicas del material son: médulo de Young, E=1000 MPa,
relacion de Poisson v=0.0, esfuerzo maximo a tensién, 0,=1 MPa, y densidad de energia de fractura G,=0.005MN/m.
Este elemento se analiz6 considerando que la discontinuidad ocurre en diferentes ubicaciones (Fig. 5a - 5d), i.e., la
discontinuidad tiene diferentes longitudes: 1,,=0.2, 1,,=0.5 'y 1;5=0.8, respectivamente.

N k

Fig. 5: Elemento: a) geometria, b) discontinuidad I,;, ¢) discontinuidad I, y d) discontinuidad /..
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El modelo de dafio discreto, dado por la Ecuacién 4, se utiliz6 para describir el comportamiento del material de este
elemento. La traccién 7., se determiné con la Ecuacién 28 y la médxima traccién a tension considerada fue t,=1 MPa.
Como se puede observar en la Fig. 6, las curvas carga P contra desplazamiento d para las longitudes de discontinuidad
Ly y 15, presentan inestabilidades numéricas cuando t,, calculado con la Ecuacién 28, alcanza la traccidn a tension maxima
t,=1 MPa, mientras que la curva para I;, no presente problemas numéricos.

L0

===;=02
0.8 I — =05

0 0002 0004 0006 G008 0010
d
Fig. 6: Curvas carga contra desplazamiento.

Las inestabilidades numéricas se atribuyen a que en la Ecuacién 45, R, no se impone que sea igual a cero, el cual para
este ejemplo corresponde a:

ABlo—Ist,, =0 (46)

El tridngulo de deformacién constante, (Fig. 5a), tiene B/=0.5, A, =1y t, =0, por lo que (Ec. 46) se rescribe como:

0.5¢, = 1,1

x dtx (47)
Donde: 6, y t, corresponden a los valores de tensién maxima, i.e.,
0.50, = 1,1, (48)

Algunas observaciones de estos resultados son:

. Aparentemente, el equilibrio en la (Ec. 46) sélo se satisface si la longitud de la discontinuidad es I, = (y; —y2) / 2
y paralela al borde del elemento como lo establece Jirdsek (2000).

. La Fig. 6 muestra que las dreas debajo de las curvas son distintas para cada longitud de la discontinuidad, de
acuerdo con la energia necesaria para producir discontinuidades.

. La localizacién inicia cuando t>t, , donde t, se calcula del esfuerzo efectivo @, de la (Ec. 28). Esta obser-
vacion es valida para cualquier tipo de elemento, incluyendo el tridngulo de deformacién constante, utilizado en esta
formulacién. Por lo que, las curvas en la Fig. 6 muestran que el valor efectivo de la traccién 7, cuando ocurre t,, no
s6lo depende de o, sino también de la longitud de la discontinuidad, I,, y del angulo 6.

Este ejemplo muestra aparentemente que el equilibrio se satisfice si lalongitud de la discontinuidad es [, =(y,~y,) /2 y se
ubica paralelamente al borde del elemento. Sin embargo, lo que en realidad se muestra es que la longitud de la discontinuidad
y el dngulo se definen para satisfacer el equilibrio. No obstante, una ventaja de esta formulacién es que las deformaciones por
cortante no se presentan, y tampoco el salto de desplazamientos tangenciales como lo reporta Jirdsek (2000).

CONCRETOY CEMENTO J INVESTIGACIONY DESARROLLO
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5.1.1 ESTRATEGIA NUMERICA PARA GARANTIZAR EL EQUILIBRIO EN LA DISCONTINUIDAD
Para logar consistentemente el equilibrio en la formulacién COS, las fuerzas R; y R, dadas en las Ecuaciones 44 y 45,
deben igualarse a cero. Particularmente, la dltima ecuacidn, la cual se expresa como:

[T.,dr = [Blodn (49)
I's

QLS

Considerando que las tracciones en la discontinuidad son valores constantes dentro de este elemento, la Ecuacién 49
se convierte en:

1

7., =1 [Blod0 (50)
d 0\ s

la cual, en sistema local, es:

T = %Réf S‘Bf_'ch (51)

n,s
't

la definicidn de traccion dada (Ec. 50) es diferente a la propuesta por Sancho et al. (2007):

T_I‘y:%j;o'-nrﬂ:c-n (52)
_T_y:ifc-n'rm:ic-n' (33)
’ hly 5 hi,

Donde: A, es el drea del elemento y n* el vector unitario de un borde.

5.1.2 ELEMENTO TRIANGULAR DE DEFORMACION CONSTANTE
En un elemento triangular de deformacion constante, con base (Ec. 51), la relacion entre ¢ y T,s es:

T, = %RBL{.B (54)
i}

Sustituyendo los valores de R, Bf y @ para un elemento triangular de deformacion constante (Ec. 54) y después de
operaciones algebraicas:

B
Ll

Para el ejemplo descrito en la seccion 5.1, los valores de traccion de los tridngulos (Fig. 5) son:

cosf sinfllo,. o

T Ty
g-'f-‘ﬁf U.W

T

Py (55)

—sinf cosf

by = 5704 (56)

t =0 (57)

Asi, en la Ecuacion 56, la traccion normal t,, es inversamente proporcional a la longitud de la discontinuidad, i.e., para
1, t=2.50,; para I, t,=1.00,,; y para Iz, t,=0.6250,,, (Fig. 7).

Utilizando la Ecuacién 56 para calcular t, en el problema del tridngulo descrito en la seccién 5.1, las curvas de la carga Pcontra
el desplazamiento d se muestran en la Fig. 8, donde se puede observar que las dreas bajo cada una de ellas son distintas, un resultado
consistente con la fisica del problema, porque a mayor longitud de la discontinuidad, mayor energia necesaria para crearla.
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b)

l
t=0625a, =l0a, 17250

Fig. 7: a) Funcion de traccion y b) curvas traccion contra esfuerzo.

Note que la misma carga maxima, correspondiente a I, se obtendria para las tres longitudes de la discontinuidad
con una formulacién no simétrica como la de Armero y Garikipati (1996) y Oliver (1996), puesto que en el criterio de
dafo, ni el estado de esfuerzos @, ni el dngulo O dependen de la longitud de la discontinuidad. La misma conclusién la
obtuvieron Alfaiate et al. (2003), quienes implementaron saltos de desplazamiento no-homogéneos en EFDI.

La forma promediada en que Armero y Garikipati (1996) y Oliver (1996) imponen la continuidad interna de tracciones es:
1
j ,HdI‘—— o -ndQ =0 (58)
]
La cual en su aproximacién con elementos finitos proporciona, después de su integracion, una ecuacién idéntica

a la (Ec. 28). Este resultado, como se muestra en la Fig. 8, puede sobrestimar o subestimar la energia requerida para
crear una discontinuidad.

L0

=== 02

0 0002 D004 0006 0008 0010
o

Fig. 8: Curvas carga contra desplazamiento.

5.2 ELEMENTO TRIANGULAR CON DISCONTINUIDAD NO PARALELA AL BORDE

La figura 9a muestra un elemento triangular constante con las mismas propiedades mecdnicas del ejemplo en la sec-
cion 5.1. Al realizar un andlisis eldstico, imponiendo un desplazamiento horizontal d=0.000634755 en el nodo 2, los
esfuerzos obtenidos son: 0,=0.413251, 0,=0.082650 y 0,,=-0.198361; con estos esfuerzos, la direccién principal es
0=-25.097°. Posteriormente, se realizaron andlisis no lineales de este elemento con tres ubicaciones distintas de la dis-
continuidad, colocada en direccidn perpendicular al esfuerzo principal, (Fig. 10), las longitudes de las discontinuidades
son: 1;;=0.179, 1,,=0.358 y 1,5=0.534. En este ejemplo, las discontinuidades no son paralelas al borde del elemento. Las
curvas de carga P contra el desplazamiento d para cada discontinuidad se muestran en la figura 10, que a diferencia de
los resultados mostrados en la figura 6, estos casos no muestran problemas numéricos cuando se alcanza la traccién
dltima a tension t,, no obstante persisten diferentes dreas debajo de las curvas P contra d.

CONCRETOY CEMENTO J INVESTIGACIONY DESARROLLO
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Fig. 9: Elemento triangular sometido a desplazamiento: a) modelo geométrico,
b) discontinuidad l,;, ¢) discontinuidad I, y d) discontinuidad /.

5.3 ANALISIS DE DEFORMACIONES

Para demostrar que la formulacién propuesta no produce deformaciones espurias, las deformaciones contintias en un
elemento triangular de deformacién constante con una discontinuidad, de la (Ec. 34): es:

dﬂ
0 0 0 @,
rr 1 yﬁ - y3 y3 - y] ?,"1 - yg d
W :ﬂ Ty — T, 0 T, — Iy 0 T, — 1 |1 dxz
Vay No3 =2y Yo=Yy T =Ty Y=Y Ty — T Y~ Yy dy?
T3
d .
y3
¢, 0
o [l ]
1)
o, 9%
0.6
05 - - - {”= 0179
' N, — 1= 0358
ﬁ.4 L .If \- e 'Jl'-.f.;- 0.534

2,03

02

0.1

0

0

0.002 0004 0006 0008 0010
d

(59)

Fig. 10: Curvas carga contra desplazamiento.
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O

Fig. 11: Elemento triangular: a) con discontinuidad y b) con salto
y transferencia de esfuerzos nula.

Considerando el caso del elemento mostrado en la Fig. 11, donde los nodos 2 y 3 se consideran restringidos y se
desplaza el nodo 1, las componentes del salto de la discontinuidad son:

|

d-yl - H uy H (60)

d., =

xl

ul‘

La funcién ¢° para este ejemplo, corresponden a la funcién de interpolacién N;, dado por:

N (299 — @) + (95— y3 )7 + (75 — 2, )y (61
L 24,

Sustituyendo las Ecuaciones 60 y 61 en la Ecuacién 59, las componentes de deformacién son:

Car Yo =Y 0 Y2 — Y3 0 0

e L1 o Ty — T, “ux H L 0 Ty — T, H% ” =10 (62)
w2 [ ]]] 24, o]

Vay (T T Y T s Ty =& Yy — U3 0

Puesto que las deformaciones continuas (Ec. 62) son nulas, no existen esfuerzos dentro del elemento. Esta situacién
corresponde a un elemento completamente dafiado con cinematica y equilibrio satisfecho naturalmente. Las Ecuacio-
nes 56 y 57 muestran ademds que en la formulacién propuesta no se presentan tracciones ficticias como lo establece
Jirdseck (2000).

5.4 ESPECIMEN EN TENSION

En este ejemplo, un elemento de seccidn rectangular en tensién se idealiza como una placa en 2D de espesor
t=10, con las dimensiones y condiciones mostradas en la figura 12, la cual se restringe en su borde izquierdo y
se estira en el borde derecho. Para este ejemplo, las propiedades del material, reportadas por Chaves (2003), son:
moédulo de Young, E=20000, relacion de Poisson v=0, esfuerzo maximo a tensién, 0,=1 y densidad de energia de
fractura Gf=0.18. En el andlisis se consideraron condiciones de esfuerzo plano y un ablandamiento lineal. Un
valor nulo de la relacién de Poisson fue necesario para garantizar la equivalencia del problema de una placa en 2D
y el problema de una barra en 1D. Una vez que se alcanzé la superficie de dafio, la falla en el material iniciaria
en todos los puntos de la placa, puesto que el estado de esfuerzos es constante; sin embargo, con el propdsito de
ilustrar la falla en la malla de la figura 13a, la discontinuidad fue colocada artificialmente en el centro de la placa
como se muestra en la figura 13b.

CONCRETOY CEMENTO. J INVESTIGACION Y DESARROLLO
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L] 100 i
X

Fig. 12: Propiedades geométricas de placa homogénea.

b)

Fig. 13: Mallas: a) no deformada y b) con zona de localizacion.
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Fig. 14: Reaccion contra desplazamiento.

=]

La figura 14 muestra la evolucidn de la carga P, contra el desplazamiento, 8, aplicado en el borde derecho de la placa.
Como se puede observar, los resultados numéricos obtenidos con la formulacién propuesta son iguales a aquellos reportados por
Chaves (2003), obtenidos con la formulacién ECON, mediante elementos tetraedros. En este caso, ambos resultados fueron
los mismos porque la longitud total de la discontinuidad es la misma y el salto de desplazamiento es uniforme.

5.5 ESPECIMEN EN CORTANTE

Un espécimen rectangular, con geometria y condiciones de frontera mostradas en la figura 15, se somete a una carga
horizontal aplicada en la parte superior. Debido a que el espécimen estd restringido a la mitad de su altura, los esfuerzos
cortantes se concentran a lo largo de su eje longitudinal. Las propiedades del material son: médulo de Young E=26,500
kPa, relacién de Poisson v=0.3, esfuerzo maximo a cortante 7,=20 kPa, médulo de rigidez a cortante u=10,000 kPa y
densidades de energia de fractura a cortante Gp= 52.083 N/m 'y Gy, =100N/m.
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Fig. 15: Espécimen embebido sometido a cortante puro.

Para la simulacién de este espécimen se utilizaron tres mallas de elementos triangulares en 2D (Fig. 16), las primeras
dos estructuradas y la ultima no estructurada. Las curvas carga contra desplazamiento obtenidos con la formulacién
propuesta coinciden con los resultados numéricos reportados por Borja (2000), quién también utiliz6 un modelo de
discontinuidades interiores de la familia ECOS, el drea debajo de estas curvas (Fig. 17), coincide con la energia de
fractura necesaria para formar esta discontinuidad. Es de interés mencionar que Borja (2000) utilizé una superficie de
plasticidad con ablandamiento, tomando el esfuerzo cortante tltimo como el esfuerzo de fluencia. Al igual que en el
ejemplo anterior, aunque este en modo de falla IT, ambos resultados fueron los mismos con ambas formulaciones porque
la longitud total de la discontinuidad es la misma y el salto de desplazamientos es uniforme.

Fig. 16: Mallas a) no deformadas y b) daiadas.
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Fig. 17: Curva carga contra desplazamiento.
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20m

Fig. 18:Talud.

5.6 PROBLEMA DE ESTABILIDAD DE UN TALUD

Se analiza un problema considerado mds complejo, el cual fue reportado por Oliver et al. (2006). Este consiste en
un talud con una zapata rigida localizada en la parte superior, con las dimensiones y condiciones en la frontera (Fig.
18). Las propiedades mecanicas del suelo son: médulo de Young E= 10 MPa, relacién de Poisson v=0.45, esfuerzo
ultimo a tensién 0,=100 kPa y densidad de energia de fractura Gf=80 MN/m. En el andlisis se aplicé un desplaza-
miento hacia abajo en el centro de la zapata. La malla estructurada (Fig. 19a), en la que al alcanzarse la superficie de
dafio, la falla inicia en el suelo ubicado en la esquina inferior de la zapata, propagandose a lo largo de una trayectoria
curva (Fig. 19b).

Fig. 19: Mallas: a) no deformada y b) con zona de localizacion.

La evolucidn de la carga, P, contra el desplazamiento, 9, aplicado en el centro de la zapata se muestra en la figura
20, donde se observa que los resultados numéricos reportados por Oliver et al. (2006) muestran que la formulacién
ECON puede sobreestimar la energia requerida para crear la linea de deslizamiento, lo cual se atribuye a que la
formulacién ECON no incluye la longitud de la discontinuidad como la formulacién propuesta lo hace. En realidad,
la longitud total de la discontinuidad calculada con la formulacién propuesta puede ser mds corta que la calculada
con la formulacién ECON.

6. CONCLUSIONES

Este articulo muestra que la formulacién COS propuesta satisface no s6lo la cinemitica relativa al movimiento de
cuerpo rigido de las dos partes en la que queda dividido el elemento por la discontinuidad, sino también el equilibrio
correspondiente a la continuidad de tracciones sobre la discontinuidad.
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Fig. 20: Curvas carga contra desplazamiento.

La continuidad interna de tracciones proporciona una definicién del vector de tracciones en la discontinuidad, de-
pendiente de la longitud y de la orientacién de la discontinuidad.

Se mostr6 que en la formulacion ECON, un residuo tiene unidades de fuerza y el otro tiene unidades de fuerza/
longitud?, mientras que en la formulacién COS, ambos residuos tienen unidades de fuerza.

Se demostré que esta formulacién, miembro de la familia COS de EFDI, no induce tracciones espurias cuando la
discontinuidad se encuentra en direccién perpendicular al esfuerzo principal.

Se demostrdé que la familia ECON puede sobre o subestimar la energia requerida para crear una discontinuidad,
puesto que este efecto se relaciona con la longitud total de la discontinuidad, lo cual no se nota cuando la trayectoria
de la discontinuidad es una linea recta.

Cuando se considera la longitud de la discontinuidad en el andlisis, la energia requerida para crear una discontinuidad
puede ser menor que la calculada con la formulacién ECON, puesto que esta energia estd directamente relacionada con
la longitud de la trayectoria que sigue la discontinuidad.

En los ejemplos del espécimen a tension y a cortante, los resultados obtenidos con las formulaciones COS y ECON fueron
idénticos porque la longitud total de las discontinuidades son las mismas y el salto de los desplazamientos son uniformes, fallando
en los modos 1 y II, respectivamente. Sin embargo, el problema de estabilidad de un talud en modo de falla II, se muestra que la
formulacién ECON puede sobreestimar la energia requerida para crear la linea de deslizamiento, lo cual se atribuye a que la longitud
total de la discontinuidad calculada con la formulacién COS puede ser mas corta que la calculada con la formulacién ECON.
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