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RESUMEN

En esta investigacién se desarrolla un modelo de equilibrio general dinamico estocastico sobre
las decisiones de consumo e inversion de un agente adverso al riesgo representativo de una
economia pequefia y cerrada, sujeto al riesgo de mercado de los activos que conforman el
portafolio, esto en un horizonte temporal finito con fecha final aleatoria. Se supone que el
agente tiene acceso a tres activos: una accidn, cuya tasa de interés es estocéstica, una opcion
suscrita sobre la accién y un bono libre de riesgo. Los precios de los activos se expresan en
unidades del bien de consumo y no hay impuestos ni costos de transaccion en el mantenimiento
del portafolio. El problema planteado es (til para caracterizar la prima de una opcién asiatica
de venta de tipo americano con precio de ejercicio flotante como solucién de una ecuacion
diferencial parcial.
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ABSTRACT

This work developed a dynamic stochastic general equilibrium model about the consumption
and investment decisions of a representative risk averse agent, for a small and closed economy,
constrained to the market risk of the assets in the portfolio with a finite time horizon of
stochastic length. It is assumed that the agent has access to three assets: a stock, whose interest
rate is stochastic, an option subscribed on the stock and a risk-free bond. The prices of the
assets are quoted in units of the consumer good, and there are no taxes and no transaction costs
for the maintenance of the portfolio. The proposed problem is useful to characterize the
premium of an American-style Asian put option with floating strike as the solution of a partial
differential equation

JEL Classification: C61; G11; G13; E43.

Keywords: Stochastic optimal control; portfolio choice; American-style Asian option pricing;
stochastic interest rate.

INTRODUCCION

El escenario incierto generado por los mercados financieros demanda encontrar
férmulas maés eficientes para la administracién de riesgos. En respuesta a tales
requerimientos, desde diferentes enfoques tedricos y de manera multidisciplinaria, se
han desarrollado modelos que contribuyen a describir y explicar la aleatoriedad de los
mercados, no sélo para la administracion de riesgos de mercado, sino también con el
objetivo de optimizar la utilidad de los agentes econdmicos.

Particularmente, los modelos de Equilibrio General Dindmico Estocéstico
(EGDE) son una estructura tedrica que permite analizar procesos financieros
complejos. En este contexto existen diversos modelos en la literatura, como, por
ejemplo, Merton (1971), Bjork, Myhrman y Persson (1987), Venegas-Martinez
(2008), Bjork (2009), Huyén (2009) y Martinez-Palacios, Venegas-Martinez y
Martinez-Sanchez (2015), entre otros. Por ejemplo, Venegas-Martinez (2008)
presenta diversas aplicaciones econdmicas de EGDE en tiempo continuo. Por su parte,
Bjork (2009) se concentra en la modelacion del problema de seleccién de portafolio
y consumo Optimos. Al respecto, es importante mencionar la aplicacion de procesos
de difusion o procesos de difusion con saltos en el tratamiento del EGDE; véase, al
respecto, Merton (1971) y (1992) y Venegas-Martinez (2006). Otro tema de
relevancia actual, como se destaca en Cox, Ingersoll y Ross (1985a) y (1985b), es el
desarrollo de modelos macroeconémicos estocasticos que explican hechos estilizados
en las decisiones de consumo y portafolio de los agentes; véanse, al respecto, los
trabajos de: Venegas-Martinez (2004 y 2005), Turnovsky y Smith (2006), Venegas-
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Martinez y Ortiz-Arango (2010) y Martinez-Palacios, Venegas-Martinez, y Martinez-
Séanchez (2015), entre otros.

Asi mismo, en un entorno de incertidumbre, la modelacion de los tiempos de
paro en el modelado de derivados de tipo americano es un elemento esencial que en
muchos de los casos proporciona un modelado adecuado; véanse Shreve (1997),
Karatzas y Shreve (1988) y Kohn (2003). Para aplicaciones practicas de los temas
anteriores véanse: Merton (1992), Hernandez-Lerma (1994), Sethi y Thompson
(2000), Bjork (2004 y 2009), Villeneuve (2007), Kohn (2011) y Martinez-Palacios y
Venegas-Martinez (2014), entre otros. Es oportuno mencionar también que a
excepcion de Kohn (2011) los autores citados aplican tiempos de paro en conjunto
con el enfoque EGDE. Por ejemplo, Bjork (2004 y 2009) agrega un tiempo de paro
para no generar soluciones de control degeneradas cuando ni las restricciones de
control ni la funcion de herencia prohiben al consumidor incrementar su utilidad a
cualquier nivel. Por su parte Sethi y Thompson (2000) definen el tiempo de paro como
el momento en que el agente pueda caer en bancarrota a lo largo del proceso, mientras
que en Martinez-Palacios y Venegas-Martinez (2014) se implementa el tiempo de
paro para establecer el valor intrinseco de la opcidén americana y el tiempo de ejercicio
de esta dentro del modelo.

Un tema de particular importancia es la valuacion de productos derivados,
cuya literatura es vasta y variada, considérense al respecto los articulos seminales de
Black y Scholes (1973), Merton (1973), Cox y Ross (1976), y Cox, Ingersoll y Ross
(1985a) y (1985b). Entre las contribuciones mas recientes en la valuacion de opciones
sobre acciones, indices bursatiles y divisas se encuentran: Geske y Shastri (1985), Ho
y Lee (1986), Hull y White (1987) y (1993a), Detemple y Weidong (2002), Sierra
(2007), Venegas-Martinez (2006), Cruz-Aké y Venegas-Martinez (2010), Angeles-
Castro y Venegas-Martinez (2010), Kohn (2011), Martinez-Palacios y Venegas-
Martinez (2014), entre otros. Una caracteristica comin que guardan estas
investigaciones, a excepcién de Martinez-Palacios y Venegas-Martinez (2014)
(quienes utilizan un horizonte temporal finito pero estocastico) es que consideran una
temporalidad finita y determinista para la determinacién del precio de los derivados.
Asimismo, una particularidad de las investigaciones de Cruz-Aké y Venegas-
Martinez (2010) y Venegas-Martinez (2009) es que los autores obtienen férmulas
cerradas de los precios de diversos derivados. Por su parte, Martinez-Palacios y
Venegas-Martinez (2014) obtienen una formula aproximada de valuacion de opciones
americanas, mientras que Sierra (2007) modela los activos mediante Brownianos
fraccionales.

Un grupo fundamental dentro de las opciones exoticas considera aquellas
cuyo pago al vencimiento del contrato depende de la trayectoria seguida por el precio
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del activo subyacente durante el periodo de vigencia de la opcion. Estas opciones son
conocidas como dependientes de la trayectoria®. Las opciones asiaticas son opciones
exaticas totalmente dependientes de la trayectoria y su precio depende de la caminata
aleatoria historica del precio del activo subyacente mediante algin tipo de promedio.
Diferentes factores afectan la definicion del promedio, entre ellos estan: el periodo
promedio previo al vencimiento, promedio aritmético o geométrico, promedio
ponderado o no ponderado y con muestra de precios discreta o continua. De esta forma
se pueden distinguir a las opciones asiaticas con valor promedio del subyacente y
precio de ejercicio fijo, y las de precio de ejercicio promedio (de los valores
alcanzados por el precio del activo durante la vida del contrato).

Destaca el hecho de que las opciones asiaticas estén basadas en el promedio
de los precios del activo subyacente, esto evita la manipulacion de los precios previo
al vencimiento, lo que las convierte en instrumentos eficaces de cobertura ante los
movimientos de los precios. En este mismo tenor, estas opciones son Utiles cuando se
realizan transacciones frecuentes sobre un mismo activo en un tiempo determinado;
es decir, resulta mas barato comprar una opcion asiatica que considere n diferentes
precios de un mismo activo al vencimiento, que comprar n opciones del mismo activo
a diferentes vencimientos, lo cual considera n diferentes primas, siendo méas costoso.
Asimismo, tiene un costo menor comprar una opcién asiatica que una plain vanilla
porque la volatilidad del promedio en general es menor que la del subyacente. En este
contexto, la literatura es extensa; véanse, por ejemplo: Arregui y Vallejo (2001),
Vanmaele, Deelstra, Liinev, Shuguang, Shuiyong, Lijun (2006), Pascucci (2007),
Peng y Peng (2010), Ortiz-Ramirez y Martinez-Palacios (2016), Li y Chen (2016),
Martinez-Palacios, Ortiz-Ramirez y Martinez-Sanchez (2017), Wang y Zhang
(2018), Pirjol y Zhu (2018), Ocejo (2018), por nombrar s6lo algunos. Es necesario
recordar también que en la valuacién de asiaticas no existe solucién cerrada mediante
el enfoque probabilista por lo que se proponen aproximaciones numéricas. Asi por
ejemplo Peng y Peng (2010) proponen un método de arbol binomial mediante el cual
estiman el proceso de precios cuando el subyacente presenta elasticidad constante de
la varianza (CEV) para valuar opciones asiaticas con promedio aritmético. Ortiz-
Ramirez y Martinez-Palacios (2016) proponen una metodologia mediante simulacién
Monte Carlo para obtener el precio de una opcion asiatica con subyacente promedio

! Podria considerarse a la opcién de tipo americana una opcion dependiente de la trayectoria, ya que
generalmente existe una probabilidad finita de que la opcion se ejerza antes de la expiracion y, por lo
tanto, deje de existir. Esto ocurre si el precio del activo alguna vez entra en el rango donde es éptimo el
ejercicio. El ejercicio temprano de un derivado americano convierte a la opcion en una opcion
dependiente de la trayectoria. Sin embargo, a pesar de ser una opcion dependiente de la trayectoria no la
convierte en una opcion exoética (Wilmott, 1995).
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y tasa de interés estocastica conducida por procesos de reversion a la media de tipo
Vasicek y CIR. Estos autores contrastan los resultados de la valuacién de las opciones
asiaticas con europeas y muestran que los precios obtenidos para opciones asiaticas
son menores que los de europeas, bajo los mismos supuestos de mercado. Por su parte
Li y Chen (2016) derivan una formula para el precio de opciones asidticas con
promedio aritmético mediante la expansion en serie Edgeworth; la formula obtenida
es consistente con la de Black-Scholes-Merton y una suma finita que estima el término
correspondiente a la asiatica. Estos autores también presentan un método para calcular
cada término de su férmula y sus griegas correspondientes.

En basqueda de modelos que expliquen de manera mas fiel la realidad
contingente, se encuentran en la literatura de valuacion de opciones asiaticas sobre
activos subyacentes, cuyos parametros de tendencia y volatilidad son estocasticos; al
respecto véanse, Jiang y Sluis (1999), Fouque y Chuan-Hsiang (2003), Nielseny
Sandmann (1996), Shuguang, Shuiyong, Lijun (2006), Min-Ku, Jeong-Hoon y Kyu-
Hwan (2014), entre otros. De particular interés para esta investigacion resultan los
trabajos que valGan opciones asiaticas de tipo americano con o sin parametros
estocasticos; veanse, por ejemplo, Hull y White (1993b), Jergensen y Hansen (1998),
Broadie, Glasserman y Ha (2000), Peskir y Uys (2003), Pascucci (2007), Keng-Hsin,
Kehluh y Ming-Feng (2009) y Gaudenzi, Lepellere y Zanette (2010). Por ejemplo,
Broadie, Glasserman y Ha (2000) desarrollan un método de simulacién para
determinar el precio de las opciones americanas dependientes de la trayectoria y sobre
una gran cantidad de activos subyacentes. Pascucci (2007) considera un modelo
general correspondiente a una ecuacion diferencial parcial degenerada que incluye
opciones asiaticas y modelos de volatilidad dependientes de la trayectoria como casos
particulares. Este autor mediante una funcional adecuada demuestra la existencia y
singularidad de una solucion solida para la frontera libre y los problemas de paro
Optimos.

En el marco de las investigaciones referidas, las principales contribuciones de
este trabajo son: 1) con base en supuestos de racionalidad econdémica, se caracteriza
la opcién asiatica-americana mediante el enfoque teérico de EGDE en tiempo
continuo, 2) se incluyen funciones de tiempo de paro; 3) se considera una tasa de
interés estocastica; la empresa representativa tiene una funcién de produccién
estocastica; y 4) se determina el proceso de la tasa corta de tipo CIR (Cox, Ingersoll
y Ross, 1985b) de manera enddgena en el equilibrio.

Este trabajo estad organizado de la siguiente forma: en la primera seccién se
describe el problema objeto de esta investigacién, asi como los activos de inversion
del modelo; en la seccion 2 se establece la ecuacion de la riqueza de que dispone el
agente econdmico. En la seccion 3 se describe el proceso productivo; en la seccion 4


https://www.tandfonline.com/author/Nielsen%2C+J+A
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se establece el tiempo de paro como un proceso que evitara que el agente incurra en
bancarrota; en las secciones 5y 6 se caracteriza la solucion del problema planteado
en la cuarta seccion, mediante una ecuacion diferencial parcial y los controles que
optimizan el problema de decision; en la seccion 7 se caracteriza la prima de una
opcion asiatica de venta con precio de ejercicio promedio geométrico de tipo
americana como solucidn de una ecuacion diferencial parcial y se establece el proceso
para la tasa corta tipo CIR; por Gltimo, se presentan las conclusiones.

|. DESCRIPCION DEL PROBLEMA: EXPRESION ANALITICA DE HIPOTESIS

En esta seccion mediante EGDE se establece un modelo de un consumidor-
inversionista racional, representativo de una economia pequefia y cerrada, en la que
s6lo se produce y se consume un solo bien de caracter perecedero.

Considere un agente econdémico que dispone de un horizonte temporal,
representado por el intervalo [0, T], donde T es estocéastico (y sera determinado en la
seccion 5). En el tiempo t = 0, el agente es dotado con una riqueza inicial X, y
enfrenta la decision de cdmo distribuir su riqueza entre consumo e inversion en un
portafolio de activos, con el objetivo de maximizar su utilidad total esperada y
descontada por el consumo de un bien genérico y a la vez evitar la bancarrota. Para
tal efecto, se supone que existe un sistema bancario en el que al agente puede prestar
y pedir prestado a una tasa de interés continuamente capitalizable para todos los
plazos, cuyo proceso se determinara de manera enddgena en el equilibrio. En los
mercados, las ventas en corto son permitidas e ilimitadas. Asimismo, se supone que
al agente puede invertir en tres activos, un principal como ahorro en un banco, una
accion y una opcion asiatica de venta de tipo americano; los precios de los activos se
expresan en términos reales?,

En las siguientes subsecciones de este apartado, se establecen como procesos
markovianos controlados, los rendimientos de los precios de los activos que alimentan
al modelo; asi como la funcién objetivo a maximizar.

Cuenta de ahorro
El agente invierte en el banco, un principal M, = M(0), que paga una tasa de interés

r > 0, continuamente capitalizable y cuyo proceso sera determinado en la novena
seccién. La razon de cambio en el valor de la inversion esta dada por:

2 En unidades del bien de consumo.
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(1)

Activo subyacente

El segundo activo es una accion cuya dinamica de precios en términos reales es
modelada por la siguiente ecuacion diferencial estocastica:
ds, 2)
dRSt = S_t = ﬂdt + O-th,

donde W; es un proceso de Wiener o movimiento browniano, definido sobre un
espacio fijo de probabilidad (!2, F, (F ) eefor)s P) con su filtracion aumentada, donde
u € Ry0 < o € R, representan el parametro de tendencia y la volatilidad instantanea
del activo, respectivamente.

Contrato de opcion asiatica de venta de tipo americano

El tercer activo es un contrato de opcion asiatica de venta de tipo americano suscrito
sobre la accion que tiene proceso definido en (2). Para una opcidn asiatica de venta
con precio de ejercicio promedio igual a la media geométrica, el valor intrinseco del
contrato en la fecha de vencimiento T es igual a max(Kt,T - S, 0). El proceso de la
media geométrica en tiempo continuo®, es definido por:

K,y = elrl ntsoau], ®)

A partir de (3) se define a:

! (4)
MGt = f ln(Su)du = dMGt = ln(St) dt.
0

Con base en (2), (3) y (4) se tiene que el cambio en el precio de la opcion asiatica de
venta esta dado por una funcion 0, = 04:(S;, Mg, t). Al aplicar el Lema de 1t0 se
obtiene que:

3 Se define al promedio geométrico como:
Kyr = exp {ﬁ ftT In(s,) du} = lim %exp{Z?zl log(S,,)}, donde los t;,i = 1,...,n, representan una
- n-—-oo

particion de t, T (Venegas-Martinez, 2008).
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90, 90, 90, 1020,
do,, = | =2 l — 282 | dt
Oat < ar T as, Mt T am,, M)+ asz 7 % (5)
90,4,
+a_StO-Stth

El rendimiento de la opcidn esta dado por el cambio porcentual de la prima, es decir:

d
dRy,, =24 (6)

Si a partir de (5) se denota a:

1 102
Hou = 5~ <a§;“ TEUS, + Ty n(S) 4 5 o 0253)
1 /004
Y Ooy = 0_At< 35, UStth) @)
se sigue que:
dOar = Opelo,, At + 0ge00,,dW; 8)

Las proporciones relativas al portafolio de inversion, en el tiempo t, que el agente
asigna a la accion y opcion asiatica de venta de tipo americana se denotan mediante
Uy y Uye, Fespectivamente, la proporcion us; = 1 — uq — Uy, Se designa al ahorro
y c; denotaré la tasa de consumo, ¢; = 0, Vt.

Se supone que la utilidad del agente esta dada por:

E UOTF(t, cp)dt I,%],

donde F, es la funcion descontada de utilidad por consumo y F, es la informacion
relevante al tiempo t = 0.

I1. ECUACION DE LA RIQUEZA
Se supone que el agente opera de manera continua y que no se incurre en ningdn

momento en costos por comisiones a agentes de casa de bolsa ni pagos de impuestos
a autoridades fiscales. Con base en las hip6tesis enunciadas, se supone ahora que X;
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representa la riqueza real del consumidor en el tiempo ¢, asi la dinamica del proceso
de la riqueza esté dada por:

dX; = XeugedRs, + XiuzedRo,, + X (1 — uye — upe)dRyge — cpdt )

es decir:

dXe

A (r +u(u—7r)+ uZt(qut — r) — ;—Z) dt + (ulta + uZtaoAt)th, (10)

al definir en (10) a:
Ux = (7” +u(u—r)+ uzt(#oAt - 7”) - ;_tt) y ox = (u1t0 + uZtO-OAt) (11)

se reescribe la ecuacion de la riqueza como:

Lt = pydt + oxaWw.. (12)
t

I11. POSIBILIDADES DE PRODUCCION

Se considera que la empresa representativa en esta economia tiene una funcion de
produccion y; = P;S;, donde el producto marginal del capital P;, durante el proceso
productivo, es modelado mediante la siguiente ecuacién diferencial estocéastica:

dP, = a(P,)dt + B(P,)dU, (13)

en la que:

a(P)=k(O—-P) 'y BP)=v/P, (14)

con {U; }+so un movimiento browniano unidimensional definido sobre un espacio fijo
de probabilidad (Y, FY,(FV)eeror), PY) con su filtracion aumentada. Los
pardmetros 6, k y v se interpretan como producto marginal del capital de largo plazo,
la velocidad de reversion y la volatilidad de la varianza del producto marginal del
capital, respectivamente. Observe que la raiz cuadrada en P, asegura que el proceso
sigue siendo no negativo en cada instante de tiempo y si en algin momento alcanza
un valor de cero entonces puede tomar un valor positivo de nuevo, por lo que el nivel
absoluto de la varianza se incrementa con un aumento de P;. Para efectos de hacer
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manejables analiticamente las ecuaciones, se supondra que los procesos de Wiener
son independientes, es decir, Cov(dW,,dU;) = 0.

IV. TIEMPO DE PARO Y PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

En esta seccidn se establece ya el modelo a resolver, pero se hace indispensable
imponer un tiempo de paro para que matematicamente el problema no degenere.

Tiempo de paro

Dado el supuesto de que las ventas en corto son permitidas e ilimitadas, si el agente
econémico presenta un comportamiento ambicioso por el consumo, podria caer en
bancarrota, castigando simultdneamente al sistema bancario. Para sortear
financieramente con este problema se restringira el dominio a D = [0, T] X {x|x >
03}, y para ello se define el tiempo de paro mediante la funcion:

& = minlinf{t > 0|X, = 0},T],

de esta manera cuando el proceso estocastico de la riqueza sea cero, entonces termina
el problema de optimizacion.

Problema de control dptimo estocastico

En resumen, el planteamiento formal del problema de maximizacion de utilidad del
consumidor como un problema de control 6ptimo estocéstico es:

)

3
Maximizar E [f F(t, c,)dt|F,
0

U1t,U2¢,Ct

dX; = Xpuxdt + XpoxdW;
0<u; £1,0<5u;; <1y0<uz <1, (15
Uge + Uy Uz =1
XO = Xo»
¢ =20,vt=0.
V. PROGRAMACION DINAMICA: ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL (EDP) DE
HAMILTON-JACOBI-BELLMAN (HJB)

Para resolver el problema en (15) y encontrar las proporciones de la riqueza que
optimizan el portafolio de inversion y el consumo, se define la funcion de valor del
problema de la siguiente manera:
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J(X,P,Mg,t)=  max EUfF(cs,s)ds|Ft}

Uy Uy eR ’OSCS‘[I,;']

Ui ,UyreR,0<c | .
1t S‘[‘-s’] t tedt

t+dt & (16)
max E{J‘ F(c,,s)ds+ J' F(cs,s)ds|Ft}.

Después de aplicar al primer sumando el teorema del valor medio del célculo
integral y recursividad al segundo sumando, se obtiene que:

J(X;, P, Mg, t) = max E{F(c., t)dt + o(dt)

U U2¢€R,05Cs| [t 1 at)

+ J(X, + dX,, P, + dP,, Mg, + dMg,, t + dt)|F,}

Se emplea entonces expansion en serie de Taylor al segundo sumando, de
donde se obtiene:

J(X¢, Py, Mg, t) = max E{F(c;, t)dt + o(dt) + J(X¢, Pe, Mg, t)

U U2¢ER0=Cs [t e4ae)

+ dJ(X¢, Py, Mg, t) + o(dt) |}
En consecuencia;

0= max E{F(c;, t)dt + o(dt) + dJ (X, Py, Mge, )| T}

Ut Uzt ER,0=Csl [t t+dt]

Ahora se calcula dj (X, P;, Mg, t) con el lema de 1t6, de donde se sigue que:

0] (X¢, P, Mgy, t
0= max E{F(c, t)dt + o(dt) + J(Xe, P, M1, )
U, U2t EROSCs [t 4 at) ot
0] (X¢, Pe, Mgy, t) 4 0] (X¢, Pr, Mgy, t) u 0] (X¢, Py, Mgy, t) In(s,)
X, thx ap, t OMg, t
162](XtiPtIMtht) 162](Xtipt'MGt't)
+5 PZB* + Xtog|dt
2 P2 Py X2 £ x
0] (X, Pr, Mgy, t 0] (X¢, Pr, Mgy, t
+](t t,» Mgt )PtﬁdUt+ ] (X¢, Pe, Mg )thfxthLJit-
aP, X,

A continuacién, se calcula el valor esperado de esta Gltima ecuacion, y dado que
dW, ydU; son NV(0,dt), se eliminan los términos con browniano. Asimismo, se

divide la expresion entre dt y se toma el limite de esta cuando dt — 0, de lo que
resulta:
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O N LI AV B TEL X
U g ROZC v ot oP !
33 (X B, Mg, t) A3 (X, B, Mg, t)
X In(S
T, g (S (17)

+— +—
2 oP? vh 2 X}

t

2 2
LM 1PIAM) e |

A la Jdltima ecuacion se deben de imponer las condiciones de frontera
correspondientes, lo que da lugar a la condicién HIB:

0] (X¢, Py, Mge, t) 0] (X¢, Pr,Mge, t)
0= max F(cs t) + + X
ult,uztER,OSCsl[t,t+dt]{ (e ) [ dat dX; thx
0] (X¢, P, Mgy, t) 0] (X¢, Pe, Mgy, t)
In(S,
aP, S TV n(Se)
1 10%] (X, Py, Mgy, t) 10%J(X¢, P, Mgy, t)
- ) ) ) PZ 2 = ’ ) ) Xz 2 g . 18
](XT' Pt:MGTrT) =0
L](O'Pt'MGt't) = 0

Funcioén de utilidad

Se supone que la funcion de utilidad es de la forma F (¢, t) = etV (c,); donde V (c,)
es un miembro de la familia de funciones de utilidad HARA (Merton, 1990 y

Hakansson, 1970), especificamente se elige la funcion de consumo:
Y

c
F(ce,t) = e‘ptVt, 0<y<l.

donde p denota la tasa subjetiva de descuento y y representa el coeficiente de aversion
al riesgo.
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Condiciones de primer orden

Se supone maximo interior en la ecuacion (17) y se realizan las sustituciones
correspondientes de la funcién de utilidad y de la ecuacion (11):
e ¢l T10%)(Xe P Mcyt) 102 J(Xp, P, Mg t)
e B e e (R e L
0](Xs, Pr, Mg, t) 0] (Xe, Pe, Mgy, t) Ct
+ X(r+u —-r)+u -r ——)
ot 9X, t 1 (u ) Zt(MOAt ) X,

0] (X¢, P, Mgy, t) 0] (X¢, Pe, Mgy, t) -
+ ap, P.a M, In(Sy) | 1%; (19)

El objetivo ahora es optimizar la condicion HIB para los controles u,;, uy; y c;, por
lo que las condiciones de primer orden son:

y—1 _ [0](Xt,Pe.Mge.t) eht
Ct [ Xt ] (20)

3J(Xt.PtMgy.t) 32J(Xt.PtMgt)

Xe(u—1)+ 5 XZouy00
Uy = ——2 oxt =@
1t ?J(Xt.PeMget) y2 o ’
ax? ¢
0J(Xp.PeMge.t) 521(Xt'Pt:MGt:f) 2
Xyt X (“ At_r>+ ax? X{oU1£00 4, (22)
u = — .

2t 521(XtPtMth)X2 2

ox? t¥0at

VI. CONTROLES OPTIMOS

Para elegir la funcién J(X,, P;, Mg, t) que satisfaga HIB, se propone el producto de
funciones separables siguiente:
X¢]Y

J(Xe, Poy Mg, £) = e~PEg(Mge, t >“’fy C @)

junto con g(Mgr, T) = 0 debido a las condiciones de frontera de la ecuacion de HIB.
Dado J, se tiene:
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14
0] (Xy,Pe,Mgr,t) _ e—Pt [X:Pe]Y 09 (Mget) p—pt XePel” [XePe]Y g(Mgp,t) (24)

at yPI™t ot e
0] (X, Py, Mg, t) o-pt (X P]Y ag(MGt' t)
Mg, )/Pty_1 Mg,
0] (X¢, Py, Mg, t) -1 _
0X, =X{ " e P g(Mg, 1)
02J(X¢, Py, Mgy, t -
0X¢{
0] (X¢, Py, Mgy, t -
]( it Gt ) — Xg/ 1e_ptg(MGt,t)
J0P;
azj(th Ptl Mth t) _
OP?
Al sustituir los valores de (24) en (20), (21) y (22), se obtiene:
1
& = X[g(Mge, )], (25)
N (u—r)+(y—-1ouyo
g, = — (y_l)az 2t OAL” (26)
-r)+(y-1)
ﬁZt _ _(IloAt T) Y UultUOAt' (27)

— 2
(r=1ap,,,

Observe que ¢ es lineal en la riqueza, pero estocastica, lo cual es acorde con
la realidad incierta de los mercados financieros, por otra parte, las proporciones
Optimas 1, Y 1, forman un sistema de ecuaciones lineales:

~ ﬁzr:ffoA,: _ kT
o (5 D)) e
e Uy = _M%—t_zr ¢t 1) \pe AOAL‘ ’
O-OAL' (y_l)UOAt D
en donde se ha denotado mediante, ¢ =24, 1=—-—£" Ao, =
1 ( - g’ - (‘]/—1)0'2 y Oar —
HOo 4.7 . - - - -z -
—ﬁ. En este sistema, los premios al riesgo son combinacion lineal uno del
“H%at

otro, lo cual se identifica porque el determinante D = 0, lo cual era de esperarse
puesto que la opcidn hereda propiedades del proceso subyacente.
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VII. CARACTERIZACION DE LA OPCION ASIATICA DE VENTA TIPO AMERICANO

A partir del sistema de ecuaciones en (28), se tiene que:

1= 2o, (29)
Al sustituiren (29) a po,, ¥ 00 ,,dadas en (7), se sigue que:
60At 00 1020, 2 00 _
at aMGt St ln(St) + 2 aZSt St aSt StT‘ - TOAt —_ 0, (30)

La ecuacion anterior es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden que
es equivalente a la ecuacion de Black-Scholes-Merton, con la diferencia de que (30)
tiene un término mas que representa el promedio del subyacente. Esta ecuacion
caracteriza la opcidn asiatica de venta americana con precio de ejercicio promedio
geométrico del subyacente, a la cual deben de imponer las condiciones de frontera
apropiadas a fin de obtener una solucion Gnica y tal que la valuacion sea de tipo
americano, como sigue:

00, , 90u 1020,
—2L5, In(S o252 + —2Lg Ot =0
ar tamg, ot 5 gag 0t g Sr — 0 o
04¢(S¢, Mg, T) = max {eT - Sr, 0}
t <é.

donde £ = min{¢, £}, y & es el tiempo de paro en donde se alcanza el
max{(exp {M } ST) 0}

Para obtener la dindmica de la tasa corta considere la solucion de esquina
U,,=1y Uy, = 0, la cual conduce a partir de la ecuacion (26) a:

r=u—(1-y)d? (32)

Ahora, a partir de la ecuacion (13) del proceso productivo sea u = fiP, y
(1 —y)a? = (1 — y)G2P,, de donde en conjunto con (32) se obtiene:

e = QP (33)
con @ = i — (1 —y)a?, por lo que a partir de (13) y (14):
dry = @dP;
=@[a(P)dt + f(P,)dU;]
=@k (0 — P)dt + (pv\/Ftht (34)

=K (pb — ry)dt + ﬁv\/ﬁdUt.
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Al denotar en (32) a = k,b = 89y § = /v, se obtiene la dinamica de la
tasa corta:
dr; = a(b —r)dt + 6,[rcdU,, (39)

con a,by & > 0. Las propiedades de I, son descritas por Cox, Ingersoll y
Ross (1985b), Brigo y Mercurio (2006), entre otros.

CONCLUSIONES

Para satisfacer las necesidades de los participantes de los mercados de derivados, las
instituciones financieras emiten opciones exoticas ademas de opciones europeas 0
americanas sobre diversos subyacentes. Una opcion exdética es una opcién cuya
funcién de pago es no estandar. Por lo general, no se cotiza en una bolsa ya que se
negocian directamente entre empresas y bancos. Una opcion asiatica es una opcién
cuyo pago depende del promedio del precio del activo subyacente durante una parte
0 todo el plazo al vencimiento de la opcion. Las opciones asidticas se negocian
activamente en los mercados de divisas, de tasas de interés y materias primas, son
derivados dependientes de la trayectoria del subyacente cuyo pago depende
explicitamente del precio promedio del subyacente. Su principal ventaja es que
disminuye posibles manipulaciones del mercado que pueden suceder cerca de la fecha
de vencimiento. En general, cuanto mayor sea el periodo del promedio, méas suave
sera la trayectoria. En los mercados petroleros se emiten con frecuencia este tipo de
derivados para estabilizar flujos de efectivo que surgen del cumplimiento de las
obligaciones con los clientes. En el mercado cambiario, estas opciones proporcionan
a la tesoreria un instrumento de cobertura para una serie de flujos cuyo ejercicio se
liquide en efectivo. Para materias primas, como metales industriales, combustibles o
granos, entre otros, el promedio es til para eliminar la sensibilidad extrema del valor
al vencimiento de la opcién al precio en efectivo del subyacente en una fecha
especifica.

En el proceso de solucion del agente representativo del problema de
optimizacién estocastica se reduce a resolver una ecuacion diferencial determinista.
La caracterizacion de la prima de una opcidn asiatica de tipo americano con tasa de
interés estocastica se establece con base en supuestos de racionalidad econémica y se
expresa como la solucién a ecuacién diferencial parcial. El proceso de tasa corta de
interés es de tipo CIR, el cual se determina de manera enddgena en el equilibrio. El
modelo propuesto incluye funciones de tiempo de paro y una empresa representativa
de una economia cuya funcién de produccion también es estocastica.
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El hecho de que la forma funcional para los activos de inversion y que las
ecuaciones que sustentan al modelo se establezcan como procesos markovianos
controlados, que la tasa de interés sea modelada mediante un proceso de reversion a
la media permitio por una parte transformar la formulacién estocastica del proceso de
solucién en una ecuacion diferencial parcial determinista, y por otra obtener la
ecuacion diferencial parcial para caracterizar la prima de una opcion asiatica de tipo
americano.

Se plantea en una agenda futura de investigacion incorporar formas
funcionales de procesos mixtos de difusion con saltos, para precios de activos con/sin
volatilidad estocastica y/o tasa de interés estocastica, con el objetivo de recrear
ambientes econdmicos mas reales expuestos a riesgo de mercado.
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